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Matrices de Zorn sobre Z
e subloops de indice finito

C. R. Giraldo Vergara

Resumo

A Algebra de Zorn 3(Q), é a representacio matricial da slgebra de
Cayley-Dickson racional que se decompde, esta dlgebra possui uma fungao
multiplicativa chamada determinante que tem propriedades similares ao
determinante usual. O conjunto de elementos de 3(Z) C 3(Q) com deter-
minante igual a 1 é um loop de Moufang que denotaremos por SLL(2,7Z).
Para dito loop apresentaremos subloops de indice finito em SLL(2,Z) que
nao sao subloops de congruéncia.

The Zorn’s Algebra 3(Q), is the matricial representation of the split
Cayley-Dickson rational algebra, this algebra has a multiplicative function
called determinant with properties similar to the usual one. The set of
elements in 3(Z) C 3(Q) with determinant 1 is a Moufang loop that we
will denote by SLL(2,Z). In our main result we present subloops of finite
index in SLL(2,Z), that are not congruence subloops.

1 Introducao

Sejam R um anel comutativo com unidade, I um ideal de R e SL(n, R) o grupo
especial linear das matrizes n por n sobre R. O grupo de congruéncia principal
de nivel I em SL(n,R) é o conjunto das matrizes congruentes a identidade
médulo o ideal I. Dizemos que SL(n, R) satisfaz a propriedade dos subgrupos
de congruéncia se todo seu subgrupo de indice finito contém um subgrupo de
congruéncia principal.

Nas ultimas décadas os grupos de congruéncias assumiram importancia pro-
pria, além da tradicional aplicagao no campo geométrico referente ao problema
de classificagdo de curvas elipticas sobre C e ao estudo de formas modulares.
Esta nova importancia é devido os trabalhos de Mennicke, Serre, Lazard, Bass,
Vaserstein, Newman entre outros. Mennicke [Men]| provou que SL(n,Z) com
n > 3 satisfaz a propriedade de subgrupos de congruéncia, enquanto que Bass,
Milnor, Serre [BMS] provaram que SL(n, R) satisfaz tal propriedade para n > 3
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em uma variedade ampla de anéis (em particular para todo anel de niimeros
algébricos). Este resultado foi estendido por Serre [S] para SL(2, R) onde R
¢ um anel de ntimeros algébricos que contém uma unidade de ordem infinita.
Neste mesmo artigo, Serre mostra que se R é o anel de inteiros algébricos O4 do
corpo Q(v/—d) com d € N*, entdo os grupos SL(2,04) ndo possuem propriedade
de grupos de congruéncia.

Por outro lado a Algebra de Zorn 3(R), que pode se ver como a repre-
sentacao matricial da dlgebra de Cayley-Dickson que se decompoe, contém loops
de Moufang andlogos aos grupos GL(2, R) e SL(2, R) e de igual forma pode-se
desenvolver nestes loops uma teoria andloga a teoria de grupos de congruéncia.
Em [BG] mostramos que se R é um dominio de Dedekind de nimeros algébricos
que possui uma unidade de ordem infinito, entdao todo subloop de indice finito
é de congruéncia. Nestas notas mostraremos que dita a condicao de ter uma
unidade de ordem infinito é necessaria, em particular se mostrard que se o anel
base é Z entao existem subloops de indice finito que nao sao de congruéncia.

2 Preliminares sobre grupos de congruéncias

Sejam R um anel comutativo com unidade 1. Denotemos por GL(n, R) o grupo
de matrizes invertiveis de tamanho nxn com coeficientes em R e por SL(n, R)
o subgrupo de GL(n, R) de todas as matrizes de determinante 1. No que segue
denotamos I' = SL(n, R). Uma classe particularmente importante de subgrupos
de SL(n,R) sao os chamados grupos de congruéncias: para todo m elemento
nao nulo de R, o subgrupo de congruéncia principal de I' de nivel m é o conjunto
de todas as matrizes de I' tais que

A=1 (modm)

onde a congruéncia é feita componente a componente. Denotamos este subgrupo
por I'(m). Um subgrupo G de I é dito de congruéncia se ele contém um grupo de
congruéncia principal. Além disso, dizemos que SL(n, R) cumpre a propriedade
do subgrupo de congruéncia (PSC) se todo subgrupo G de SL(n, R) de indice
finito é um grupo de congruéncia.

Mennicke [Men] provou que SL(n,Z) com n > 3 cumpre PSC, enquanto
que Bass, Milnor, Serre [BMS] provaram que SL(n, R) satisfaz PSC para n > 3
em uma variedade ampla de anéis (em particular para todo anel de nimeros
algébricos). Este resultado foi estendido por Serre [S] para SL(2, R) onde R
é um anel de numeros algébricos que contém uma unidade de ordem infinita.
Neste mesmo artigo, Serre mostra que se R é o anel de inteiros algébricos Oy
do corpo Q(v/—d) com d € N*, entdo os grupos SL(2,04), ndo possuem PSC.

No caso quando R=Z en =2, i.e ' = SL(2,Z), é conhecido que SL(2,Z)
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é gerado pelas matrizes

(3 1) (%))

De igual forma SL(2,Z) é gerado pelas matrizes T e U =TS = < _01 _11 >

Observemos que
T2 =1, U®=1,

e assim o grupo SL(2,Z) é o produto livre de um grupo ciclico de ordem 2 e
um grupo ciclico de ordem 3 (ver [N1]).

Seja G um subgrupo de indice finito 7 de I'.  Como para todo A € T se
cumpre que A" € G, temos que uma condicio necessiria para que G seja de
indice finito é que exista um inteiro e tal que G D I'°, onde I'® denota o subgrupo
de I' gerado pelas e-ésimas poténcias. Esta condicao de fato, ndao é suficiente,
a prova é baseada nos resultados negativos do problema de Burnside feitas por
Novikov e Adian para n impar maior que 667 (ver [NA]) e Ivanov para n par
suficientemente grande (ver [I]). Em particular, tais resultados implicam que
o fndice de I'S™ sobre I' é infinito para n suficientemente grande (n > 213).
Newman [N2] caracterizou totalmente o caso en que n ndo divisivel por 6.

Dado que todo grupo de congruéncia principal é de indice finito, uma condi¢ao
suficiente para que G C T seja de indice finito é que seja um grupo de con-
gruéncia. Porém esta condicao nao é necessaria. Para construir um grupo de
indice finito que néo é de congruéncia, consideremos primeiro o grupo I'(2) que
pelo teorema dos subgrupos de Kuros (Ver [R] pdg. 167) temos que I'(2) é grupo
livre, além disso, como conseqiiéncia do teorema de Nielsen-Schreier (Ver [N1]
pag. 144), I'(2) possui 1 + g = 2 geradores que sdo

12 10
= r) ()

e consideremos T',,(2) o subgrupo de T'(2) consistindo de todas as palavras W
de T'(2) para as quais

#W, A) =#(W,B) =0 (mod n),

onde #(W, A) denota a soma dos coeficientes de A na representagao de W.
Afirmamos que se n nao é uma poténcia de 2, entdo I',,(2) ndo é um grupo de
congruéncia. De fato, observemos que

e I',,(2) é um subgrupo normal de T, j& que #(CWC 1 A) = #(W, A) =0
(mod n) e #(CWC~1,B) = #(W,B) = 0 (mod n), para todo C € T e
W eT,(2).
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e Do fato que #(W, A) = #(W,B) = 0 para todo W € I"(2), segue que

I(2) c T',(2) e portanto FI;((22)) é abeliano.

o FI;((QQ)) = {[A'B]]0 <i,j <n — 1}, logo I',,(2) é de indice n? em T'(2).

e Como S?" é a menor poténcia de S que estd contida em I',(2), entdo o
nivel de I',,(2) é 2n.

Assim T',,(2) é um grupo de congruéncia, se e s6 se, contém I'(2n).

Como |%(2)| = 6n?, temos que, uma condigdo necessaria para que I'j,(2)
seja de congruéncia é que 6n2|u(2n) onde u(2n) = |%| Suponhamos que

I',(2) é um grupo de congruéncia e seja p qualquer primo dividindo n. Entao
I',(2) também é de congruéncia pois I'y(2) D I'y(2), e em particular se cumpre
6p?|11(2p). Se p é fmpar, é facil comprovar que u(2p) = 3p(p? — 1) (ver [N1] Pag.
150), logo temos que 2p|p? — 1 o qual é impossivel.

3 Matrizes de Zorn

Seja R um anel comutativo e associativo com unidade, denotamos por R> o
espago vetorial das triplas ordenadas sobre R. A &lgebra de Zorn sobre R,
denotada por 3(R), consiste do conjunto de matrizes 2x2 da forma

a T 3
{y b] a,be R xz,y€ R,

dotado das operagoes soma e multiplicacao, onde a soma de matrizes 2x2 é
componente a componente e a multiplicagao é dada por

ap T ag x| _ a1az + T1-Y2 a1 + bawy — y1 Xy
yi b Y2 by azy1 + b1y2 + 21 Xx2 biby + y1-72

donde - e x denotam o produto escalar e o produto vetorial em R3.

No caso de R ser um corpo, a algebra de Zorn é precisamente a representagao
matricial da dlgebra de Cayley-Dickson (F,—1,—1,1) (ver [GJM] pdg. 21).

A fungado determinante det : 3(R) — R definida por det [ Z gg ] =ab—zy

é multiplicativa. Assim, um elemento A = [ @ 2: ] a,b€ R, x,y € R3de 3(R)

b —x
. , ) X 1 1
¢ invertivel se e s6 se, det(A) € R* e portanto A7 = 54— { o ] )
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A dlgebra de Zorn é alternativa e, portanto, o conjunto de elementos in-
vertiveis é um loop de Moufang, isto é, um loop que satisfaz alguma das iden-
tidades equivalentes:

1. ((zy)x)z = x(y(xz)) identidade de Moufang & esquerda.
2. ((zy)2)y = z(y(zy)) identidade de Moufang a direita.
3. (zy)(zx) = (z(y2))z identidade de Moufang media.

Chamamos este conjunto de loop linear geral e o denotamos por GLL(2, R),
ie.

GLL(2, R) = {A € 3(R)| det(A) € R*}.

Continuando a analogia com GL(2, R) definimos o loop especial linear de-
notado por SLL(2, R), como

SLL(2, R) = {A € GLL(2, R)| det A = 1}.

Uma exposicao mais detalhada da teoria de algebras alternativas e loops de
Moufang se encontra em [GJM] ou [ZSSS].

No que segue denotamos por

I’ o loop SLL(2,Z).

e II" o subloop de I' gerado pelos comutadores e associadores, isto é, o
menor subloop que contém os elementos da forma

[A,B]=ABA™'B™' e [A,B,C]=((AB)C)(A(BC))™*,
com A,BeCeTl.

e ' o subloop de II' gerado pelas m-ésimas poténcias de elementos de .

e Para cada j =1,2,3,

o 0 ej o 1ej o 0 €j
Tj{—ea‘ 0} SJ[O 1} ‘ UJ[—GJ‘ —1]

e I'¢j) é o subloop

[‘; 2] € SL(Z,Z)}

onde e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) .
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Observagao 3.1 Para cada j = 1,2,3, temos que
'y = SL(2,2).

Em particular, U ;) € gerado por duas das matrizes T, S; e Uj.

Algumas das propriedades dos geradores de I, e que serao usadas no que
~ . 1 ,
segue, sao as seguintes: sz = -1, U;’ =1, U; = 1;5;, S} = [ 0 nfj ] e
(SH)~! = Tj*lSjTj, onde S% denota a matriz transposta de ;.

Algumas propriedades que serdo usada ao longo do trabalho séo

L T =T

- 1 v 1 0 1 u .
2. Se uw L v entdo [0 1}{11 1} = {v 1}. Reciprocamente se

1 - . .
{ v 11L € II" entao u L v. Em particular as matrizes comutam.

3. [85,8j+1] = Sij+1SJ»_1,S’j-_+11 = (8%,,)". Observemos que nao importa a
ordem em que realizamos o produto, por ser I' de Moufang e portanto
dissociativo, isto é, o subloop gerado por dois elementos é um grupo.

mQn 1 pe; + neg
4. Sf((sﬁ) Sk) = |: (m—l—pn)ej 1 onde e; X ey =e€j.

Define-se o subloop de congruéncia principal de II' de nivel n como o conjunto
de todas as matrizes A de II' tais que
A=1T1 (mod n),

onde a congruéncia é componente a componente. Denotamos este loop por
I'(n). Em particular, no caso n = 1 teremos que I'(1) = I". Um subloop de I"
é dito de congruéncia se contém um subloop de congruéncia principal I'(n).

Proposigao 3.2 Seja p nimero primo e k € N. Entdo I''(p*) é um subloop
normal de ' de indice p™* (1 - 1%)

Demonstragdo: Consideremos o homomorfismo sobrejetivo de loops

©:I' — SLL(2,Z,)
A +— A (mod pF)



MATRICES DE ZORN SOBRE Z 9

E facil comprovar que ker(0) = I'(p*) logo
[T : I'(p*)] = niimero de elementos de SLL(2, Z,x).

Para contar os elementos de SLL(2, Z’;) consideremos um elemento arbitrario
A= a (ula U2, Ug)

(v1, v, v3) b , tal que

det A = ab — viug — vous —vsuz =1 (mod pk).

Assim (a,v1,v2,v3) pode tomar qualquer valor diferente de p(n1,nq,ns,ny4) i.e.
este vetor pode tomar p** — p*(*—1) possiveis valores. Fixando este vetor, temos
que, pelo menos uma das coordenadas, nao é divisivel por p. Sem perda de
generalidade vamos supor que a nao é divisivel por p (No caso a divisivel por
p teremos que algum v; é ndo divisivel por p e o argumento segue de maneira
similar). Logo ao fixar os valores de uy, ug, usz teremos que a congruéncia

ab =1+ viug + vous + vuz  (mod pk)

possui exatamente uma solucdo na varidvel b médulo p*. Assim os valores de

w1, Uz, ug determinam de forma tnica o valor de b médulo p* e portanto o vetor

b, uq, us, uz) pode tomar p3* possiveis valores. [l
) ) 9

Observemos que I'(p*) pode ser visto como o niicleo de uma aplicacio entre
loops. Generalizando a idéia que um subgrupo é normal se e s6 se é ntucleo
de um homomorfismo de grupos, podemos definir subloop normal, a partir das
propriedades do niucleo de um homomorfismo entre loops, i.e, um subloop H de
um loop £ é normal se, para todo x,y € L,

Hx =aH, (Hz)y=H(zy), @H)y=z(Hy) e y(H)= (yz)H.

Teorema 3.3 I'(n) € subloop normal de I de indice

n7H<1—pl4>.

pln

Demonstragao: Suponhamos que n = p’fl e pfl. Consideremos o homomor-
fismo sobrejetivo de loops

l
©:1 — [[SLL2Z;,)

J=1

!
A — JIA4 (modpfj)
j=1

E fécil comprovar que ker(©) = I'(n) logo I'(n) é um subloop normal, além

disso
l

[I' : '(n)] = ntmero de elementos de H SLL(2, Zp’?'i ).

j=1



10 C.R. GIRALDO VERGARA

O resultado segue da proposicao anterior. O

No que segue, para n € Z* e j = 1,2,3 denotamos por A;, e Bj, as matri-

zes B nlej] e [nle ﬂ respectivamente e A(n) denota o fecho normal em II'
J

do conjunto das matrizes de forma 1 nz , Lo
0 1 ny 1
menor subloop normal de I que contém este conjunto.

x,y € Z3} ,i.e o

Definicao 3.4 Seja L um subloop de I, e suponhamos que o conjunto S =
{n € N*|A(n) C L} é nao vazio. Definimos o nivel de L como o menor inteiro
contido em S.

Lema 3.5 Seja £ um subloop de I', e n e m inteiros tais que A(n) C L e
A(m) C L. Sed = (m,n), entdo A(d) C L.

Demonstra¢do: Como d = tn+ sm onde t, s € Z, entdo o lema segue do fato
que

Lde ]_[1 el [0 me]” [ 1 0]_[1 0] 1 07
0 1 | |0 1 0 1 dr 1| | nz 1 mx 1
para todo = € Z3. O

1 n(vy, va,v3)
n(uy, ug, us) b
A pode ser escrita como produto das matrizes Aj, e By, j =1,2,3. Em parti-
cular A € A(n).

Lema 3.6 Sejamn >1e A = [ } € I'(n). Entao

Demonstracdo: Notemos que se A é da forma, n(u i us) (O,(l),O) entao
1,U2,U3
pode-se escrever como produto das matrizes A;, e Bj, j = 1,2,3. De fato,
_ 1 (0,0,0)) :
definamos B = { 10, us, us) 1 } € I'(n), assim
A = B+ [ 0 0
nuie; 0
0 0 1 n?(0, uius, —uius)
_ -1 _ , U1U3, —ULUL
= B{I+B [nulel O}>_B{(nu1,0,0) 1

_ B 1 0 1 n2(0,uus, —ujus)
- (nu1,0,0) 1 || 0 1

= B((Bln)ul (A;L:ilu?,((Bln)»,ﬂufuzugAggzu]uz)))
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fazendo o mesmo procedimento para B, obtemos que B = Bg?(A]"*"* B32).

Logo, A é gerado pelas matrizes desejadas.

1 n(vy,ve,v3)
1 A= ’ e — v3 V2 v1

Em geral se [ n(us, us, us) b , temos A = (((CA52)AZ2)ATL
onde
C J— 1 (07 07 0)

| (nur + n2vsvs, nus — nvsvy, nus + n2v2v1) b— n2(u1v1 + u2v2 + usgvs)

_ 1 (0,0,0)

| (nur + n2vsva, nus — nvsvy, nus + n2v2v1) 1
e como mostramos na primeira parte, C' é gerado pelas matrizes A;, e Bj,
Jj = 1,2,3, assim A pode ser escrita como produto das matrizes A;, e Bj,
ji=1,2,3. O

No que segue, II'(;y(n) denota o subloop II'(;y N II'(n), isto &,
. a bej||la b
=, S oo}

Teorema 3.7 Para todon > 1, T'(n) = (I'(1)(n), Iy (n), I3 (n)).

Demonstragdo: Seja L = (I'(1y(n), 9y (n), ' (3)(n)). Claramente se tem que
L C I'(n), assim, basta mostrar que I'(n) C L. Seja A € I'(n), logo A é uma
a n(uy, ug, us)
n(vy, vg,v3) b
1 e a e b congruentes com 1 médulo n, em particular se n > 1 entdo a # 0. No
cason =1ea =0, como (viu + vaus + vsug) = 1, existe j tal que vju; # 0,
assim é suficiente mostrar que a matriz

matriz da forma } com ab—nz(vlul +vous +v3us) =

TjA = { eju bej+ejxu}

€; Xv —€;v
estd em L. Logo também podemos supor a # 0.

Como (—n?vy)u; + (—nuz)ve + (—n2uz)vs = 1 (mod a), entdo (u,ve,v3)

¢ unimodular em Z3 (ver [BLS]), existem t e s tais que uj + vot + v3s = uj é
inversivel em Z, e portanto a e u} sdo primos relativos. Definimos

/ li
Uy = —Vit +us € uz = —v1S+us,
li / /

a n(ul, ub,u

segue que B = (u1, v, u3) ell'(n) e
n(v1,va,v3) b
A—B 1 nb(u1 — uf, uz — uy, uz — uj)
- 2 / ! ’ / I i
—n®(usus — uzlz, UsUT — UTUS, U UL — Ul ) 1
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pelo lema 3.6 temos que mostrar que B € £. Como (a,n?u}) = 1 entdo existem
x,y nimeros inteiros tais que ar+n?ujy = 1. Comoa =1 (mod n) entdo z = 1

/
(mod n), logo By = { a (mhéoao)

(—ny,0,0) € I'(1y(n), assim

1 n(0, auy — nvsy, aus + nvay)

B = Bj.
n(zv1 + by, Tva — nusul, TV3 + nujul) ba — n*viu)

Assim pelo lema 3.6 temos que B € L, o que conclui a prova. O

Corolario 3.8 I'(n) € finitamente gerado, em particular, I'(2) é gerado pelas

. 1 2e; 1 0 .
matrizes {O 1 ] e [Zej 1} com j =1,2,3.

Demonstracao: Isto é uma conseqiiéncia imediata de que E(j)(n) Sa0 grupos
finitamente gerados. O

Observemos que II' é gerado pelas matrizes S; e T; j = 1,2,3 mas I' ndo
¢ gerado livremente por S;,7; 7 = 1,2,3. De fato se tem que T} = 1375 e
S? =Ty[Ss, So] Ty .

O seguinte teorema ¢ a generalizagao do teorema de Wohlfahrt para I
Teorema 3.9 Sejam m,n € N*. Entdo I'(n) C A(n)II'(m).

Demonstragdo: A seguinte prova é similar a prova do teorema de Wohlfahrt
para anéis de Dedekind feita por Mason e Stothers (ver [MS]).

. _ a n(vy, va, v3)
Seja A = { n(uy, ug, us) b
existe uma matriz B € A(n) tal que A = B (mod m), e portanto A = B(B~1A)
onde B~tA € T'(m).

} € II'(n), temos que mostrar que

Caso 1: Se a =1 (mod m), entdao basta tomar

B = 1 n(’U17U27U3)
T n(ui,ue,us) ab ’

pois o lema 3.6 nos garante que B € A(n), além disso

Bl4 — a?b — n?(uyvy + uzvz + uzvs) n(ab — b)(v1, ve, v3)
n(l — a)(uy,ue, us) b — n?(uyv1 + ugvy + uzvs)
_ ab nb(vy,va,v3) | _
= I+ (a—1) [ —n(uy, uz, ) b =1 (mod m)

logo A € A(n)I''(m).
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Caso 2: Se (a,m) = 1, entdo a congruéncia ax =1 (mod m) possui solugao,

digamos a’. Sejam ¢ o méximo divisor comum de vy, vy € v3), v = “Z para j =
— 1 a/(l —a—nc)(vbvé,vé) /
1,2,3e X = [ (0,0,0) 1 . Notemos que a’(1—a—nc)

é multiplo de n pois 1 — a é multiplo de n, assim X € A(n). Além disso,

a (1 —a)(v}, vy, v3)
n(uy, ug,uz) b+ a'(52 —c) ()

ax=| | o m)

1 (0,0,0)

Tomando Ty = [ (t1,t27t3) 1

] onde v]t; + vhts + vhta = 1, temos que

raori=| L] medm)

logo, pelo caso 1 temos que existe B € A(n) tal que T, (AX)Ty = B (mod m),
assim A = (T} BTy )X (mod m), com (T1BT;*)X € A(n), o que conclui o
caso 2.

Caso 3: Em geral, seja d = n?(ujv; + ugvs + uzvs), como ab — d = 1 temos
que (a,d) visto como elemento de an é unimodular, portanto existe t tal que
a — td seja invertivel em Z,,, ou equivalentemente, primo relativo com m. Se

- 1 (0,0,0) -
T= { —nt(us, uz, us) 1 } entao
1 _ a—td n(vy,vg,v3)
T AT = [ —n(—at — 1+ bt + t2d)(uy, ua, u3) b+ td ’
onde (a + td,m) = 1, e pelo caso 2, existe B € A(n) tal que T"'AT = B
(mod m), e portanto A = TBT~! (mod m), com TBT~! € A(n). O

Corolario 3.10 Seja L um subloop de congruéncia de I' de nivel n. FEntao
L > (n).

Demonstracdo: Como L é de congruéncia, entdo existe um inteiro m tal que
IT'(m) C £, além disso A(n) C £, logo IT'(n) C A(n)I'(m) C L. O

Notemos que na prova do teorema 3.7 geramos I'(n) s6 com os geradores de
]F(l)(n) e as matrizes As,, Asn, Bap € Bs,. Desta observacao podemos concluir
o seguinte corolario.

Corolario 3.11 Seja L subloop de T' de nivel n tal que £ D IT'¢jy(m), para
algum j = 1,2,3 e para algum m € N*. Entao L é um subloop de congruéncia
que contém I''(n).
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Demonstragio: Como L D T ;y(m) D I'¢jy(mn) € Aznm, Asnms Bonm, Banm
estdo contidos em A(n) C L, pela observagao anterior temos que £ D I'(mn),
e portanto £ é de congruéncia, daqui o resultado segue do coroléario 3.10. 0

Sejz} L um loop. £’ denota o subloop gerado pelos comutadores e associadores
de L. E conhecido que £’ é um subloop normal de £ (ver [GJM] pag. 56).

Teorema 3.12 ' =IIV.

Demonstracdo: Dado que Ajz, Bjs estdo contidos em I (ver pag. 15), pelo
coroldrio 3.8 temos que I'(2) C II. Sabemos que II'(2) é um subloop normal tal
que #2) ~ SLL(2,Z3), assim

I T\ ,
TQ) (IF(2)> ~ (SLL(2,Zs))',

logo ¢ suficiente mostrar que (SLL(2,Z5)) = SLL(2,Zs), i.e. basta mostrar
que U;,T; € SLL(2,Z,)" para j =1,2,3.

Sejam

0 u

0 wu
M_[v 1

} € SLL(2,Z3) e N = [v 0] € SLL(2,Z,).

Observemos que M3 =1, N>2=1e (NM)? = I, logo
[N,M] = NMN'M~' = NMNM? = (NM)>*M = M.

Segue que M € (SLL(2,Z3)) , em particular U; € (SLL(2,Z3)) paraj = 1,2,3,
além disso da identidade

0 e +ejt1 0 €j+1 + €42 _ 0 €542
€ + €j+2 1 € + €i+1 1 €j+2 0 ’
temos que T € (SLL(2,Zy))’, para j =1,2,3. O
Lema 3.13 Suponhamos que L € um loop livre gerado por Ry, ..., R;. Entdao

L ={WeLl#W,R;)=0, para j =1,...,1},
onde #(W, R;) denota a soma dos expoentes de R; na representa¢io de W em

termo dos geradores.

Demonstragio: Seja H = {W € L|#(W,R;) =0, paraj =1,...,l}. Como para
todo A,B,C € L temos que #([A,B],R;) = 0 e #([A, B,C],R;) = 0, segue
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que £’ C ‘H. Para mostrar que H C L', basta observar que £/L’ é um grupo
comutativo, assim para todo W € L temos que

L o L o L

WE:Rl E...Rllz’
onde a; = #(W,R;). Em particular, para W € H temos que Wé = %,
portanto W € L. O

Lema 3.14 Para todo inteiro n > 2, T'(n) C IT'(n?), e I'(n) ndo é um loop
livre.

Demonstragao: Sejam A, B € T'(n), i.e, A e B sdo matrizes invertiveis da forma
A=I1+nA"e B=1+nB’, assim

AB=TI+nA" +nB +n?A'B" ¢ BA=1+nA"+nB +n’B'A,

logo
AB=TI+nA"+nB' =BA (mod n?),

e portanto [A, B] € I'(n?). De igual forma, como

ABC)=T+n(A+B +C")+n*(AB +AC' + B'C")+n*A(B'C')

(AB)YC =T +n(A"+ B '+ C") +n*(A'B' + A'C' + B'C") +n*(A'B"),
temos que
ABC)=T+n(A'+B' +C)+n*(AB' + A'C' + B'C") = (AB)C  (mod n?),
o que mostra que [A, B,C] € I'(n?) C I'(n?), assim, IT’(n) C I'(n?).

Suponhamos agora que I'(n) é livre, e sejam Ry, ... R; o conjunto de gera-
dores livres. Dado que A2 = [Ba,, Bs,] € I'(n), pelo lema 3.13 temos que
#(A3", R;) = 0 para todo j = 1,...,1. Mas #(A3", R;) = 2n# (A1, Rj) = 0,
portanto Ay, € I''(n), o que contradiz o fato que I'"(n) C I'(n?). O

Lema 3.15 Para todon > 1, I[]F((:?)) > (Z7,+).

Demonstracdo: Definamos a aplicagao

P I'(n) — (Zf,+)

I+n — (@, u1,u2,u3,v1,v2,3) (mod n)
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Se A=1+4+nA; e B=1+ nBy, entao
AB=T+n(A;+ B1+nAB)) e A™'=T—n(A; +traco(A4;)I),

onde trago(A1) = n(uivy + ugve + usvs — ab) é divisivel por n, se comprova
facilmente que ¥(AB) = ¥(A) + ¢¥(B) e Y(A™!) = —(A). Logo 1 define
um homomorfismo de loops. Claramente I'(n?) C ker(t). Para mostrar que
I'(n?) D ker(3), seja A = n(;"i‘vz’avg) n(ullf'fl’bUS)
a, u1, Uz, Uz, V1, v2, v3 so divisiveis por n. Como det(A) = (1 + na)(1 4+ nb) —
n?(u1v1 + ugve + uzvz) = 1, entdo

no nicleo de 9, logo

1 =det(A) = (1+na)(l+nb)=1+nb (mod n?)

e portanto b tem que ser divisfvel por n, assim ker(¢)) = I'(n?). Por outro lado,
pelo teorema 3.3 temos que
I : T'(n?)) -

[C(n) : T(n?)] = M =n

Mas (Z,)" tem n" elementos, assim concluimos que HIF((;Z)) = (Z7,+4). O

Proposigao 3.16 Para todo inteiro n > 2,

(1) (n®) D (A1n, Bin) NI (n) O (AL,2, B}, [A, B]|A, B € (A1, Bun)).

n2»

Demonstrag¢ao: Denotamos por H = (A1, Bin) NIV (n). Pelo lema 3.14
temos que
H C (A1, Bin) NTT(n?) = T (1 (n?).

Como

(Bon Ban) = AT = ALs,  [Azn, Avs] = B = B?

n2» n2»

segue que A} ,, B} . € I’(n) e portanto

(A2 ., B} ., [A, BlA,B € (A, Bin)) CH. O

Seja G(n) = %. Como I'(n) é finitamente gerado, entao G(n) é um grupo
abeliano finitamente gerado.

Lema 3.17 Paran > 5, G(n) € infinito.

Demonstragao: Para cada A € I'(n), do teorema 3.7 sabemos que A = BC

onde B € I'(yy(n) e C € A(n). Seja © : I'(n) — Eg;gﬁ; homomorfismo de
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loops definido por ©(A4) = BA(;)(n). Para mostrar que © estd bem definido,
suponhamos que A = B1Cy = ByCs onde By, By € II'(1y(n) e C1,Cy € A(n).
Como A(n) é normal entao

BiA(n) = (B1C1)A(n) = (BaCo)A(n) = BaA(n),

assim By 'By € A(n) NT(1y(n) = Agy(n). Da mesma forma como A(n) é
normal, entdo © é um homomorfismo de loops com niicleo A(n). Se segue que

L(n)  Tu(n)
A(n) B A(l)(n)

Agora, pelo segundo e terceiro teorema do homomorfismo para loops, temos que

I'(n) IL'(n) '(n)

An) A Am__  T'(n)
rmY) 0 - TmAW  T/(n)An)’
(A(n)) I’ (n)NA(n) A(n)
T'1)(n)

Denotemos por C(n) o grupo N OR Em [BLS] provam que o grupo de coho-
mologia profinita

H'(lim C(n), Q/Z) = Hom( (g((g))), ,Q/Z) =0,

entao mc((inn)))/ é um grupo abeliano livre de torsao paran > 1. Como C(n) é um
grupo infinito para n > 5 (ver [N1] pag 145), segue se que [C(n) : (C(n))'] é
infinito paran > 5 e

Seja Gs(n) o subgrupo gerado pelas s-ésimas poténcias, i.e. G4(n) = (A%|A €
G(n)), assim G(n)/G(n) é finito, de fato [G(n) : G4(n)] < s* onde k é o niimero
de geradores de G(n). Além disso Gs(n) é normal em G(n) pois BA*B™! =
(BAB~1)®. Assim os homomorfismos

™ v G(n)
r — —
(n) — G(n) Ga(n)
estdo bem definidos e sdo sobrejetivos. Definimos '(n,s) = ker(¢ o w) =

77 1Gs(n)). Observemos que I'(n,s) é gerado pelos comutadores e associa-
dores e pelo conjunto {A®|A € T'(n)}.

Teorema 3.18 Sejan > 5 e s € N impar tal que (n,s) = 1. Entdo I'(n,s) é
um loop de indice finito sobre I' que nao € um loop de congruéncia.
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Demonstracao: Como
[[:T(n,s)] =[: T(n)][I(n): T(n,s),

entdo pelo teorema 3.3, a definigdo de I'(n, s) e o teorema do homomorfismo
temos que

[]I“:I[‘(n)]:n7H(1—]%) e [D(n):T(n,s)] = [G(n): Gs(n)]
pln

logo [II' : T'(n, s)] é finito.

Como G(n) é um grupo abeliano infinito de torsédo para n > 5 entdo G(n) é
isomorfo a Z!xT para algum t € N* e T subgrupo de torsdao. Logo

[T(n) : T(n, 5)] = [G(n) : G(n)] > 5> 1,
para n > 5, em particular I'(n, s) & I'(n).

Agora suponhamos que I'(n,s) é de congruéncia, como A2

jn,Bf-;; € I'(n)
para j = 1,2,3 entao

A(2n?) C T'(n) C M(n, s).
De igual forma, pela definigdo de I'(n, s), temos que A® € II'(n,s) para todo
. 1 nz]® [1 0] 5
A € T'(n), em particular {0 1 } , Lm 1] € I'(n, s) para todo =z € Z°, e

portanto A(ns) C I'(n,s). Dado que (ns,2n?) = n, temos pelo lema 3.5 que
A(n) C IT'(n,s), e pelo coroldrio 3.10 segue que

'(n) c T'(n,s) & (n),

o que é uma contradic¢do, assim concluimos que I'(n, s) nao é de congruéncia.l’
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Espacios foliados definidos por grafos’

Alvaro Lozano Ro jo

1. Introduccion

Una laminacion es una generalizacion de una foliacién: una particion de un
espacio métrico compacto en p-variedades conexas, las hojas, que localmente se
apilan como las hojas de un libro. En otras palabras, la descomposicién local-
mente tiene una estructura de producto RP x Z, donde Z es un abierto en un
espacio métrico separable y localmente compacto dado, que modela transversal-
mente la laminacion.

En [5], Etienne Ghys describe un ejemplo de laminacién por superficies de
Riemann modelada transversalmente por un conjunto de Cantor, minimal (i.e.,
todas las hojas son densas) y en el que existe una mezcla de tipos conformes
en las hojas. De hecho, todas las hojas son parabdlicas excepto una que es
hiperbdlica.

Para describir este ejemplo, Ghys utiliza la siguiente idea: se toma el con-
junto de los arboles infinitos del grafo de Cayley del grupo Z2. Recordemos que
G(G,S), el grafo de Cayley del grupo discreto G para el sistema de generadores
S, es el grafo que se obtiene al unir mediante una arista los elementos g € G y
sg € G, donde s € S. Al conjunto de los arboles infinitos se le dota de la topo-
logia de Gromov-Hausdorff que lo convierte en un espacio métrico compacto y
separable. Ademads este espacio esta dotado de una estructura natural de espacio
foliado por grafos, es decir, una laminacién donde las hojas no son variedades
sino grafos. Seleccionando en dicho espacio un arbol repetitivo y aperiédico se
obtiene un espacio foliado minimal. Para terminar se sustituyen los arboles por
superficies de Riemann mediante un proceso de engorde (véase [5], véanse tam-
bién [1, 7]). Obviamente se puede sustituir el grupo Z? por cualquier otro grupo
discreto finitamente generado.

El objetivo de estas notas es precisamente presentar esta construccién. Para
ello se ha desglosado la construccién de la siguiente manera: en la secciéon 2.1
se define el espacio de Gromov—Hausdorff de los arboles, sobre el que se define
la relacion de equivalencia ser trasladados en la seccion 2.2. Es posible ver 7
como una transversal completa de un espacio foliado por grafos (teorema 7) o

*Parcialmente financiado por los proyectos UPV 00127.310-E-15916 y MEC MTM?2004-
08214
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una laminacién por superficies (teorema 8). La dindmica transversa de las hojas
de estos dos espacios puede “leerse” sobre la transversal 7. Por iltimo, en la
seccién 3 se describen los minimales de estos espacios foliados, correspondientes
a la clausuras de las hojas a través de arboles repetitivos, que son aquellos que
se parecen a si mismos alrededor de cualquier vértice.

Esta construccion es fuente de ejemplos interesantes de laminaciones mini-
males como el descrito por E. Ghys en [5], los ejemplos de E. Blanc tomando el
grupo libre con tres generadores (véase [3, 4]) o el ejemplo construido en [8] que
se describe en la seccién 3.2.

2. El espacio foliado de Gromov—Hausdorff

2.1. El espacio de Gromov—Hausdorff de los subarboles

Dados un grupo discreto G y S un sistema de generadores finito para G,
se define 7 (G, S) como el conjunto de todos los subdrboles del grafo de Cayley
G(G, S) enraizados en la unidad de G, es decir:

T(G,S)={T CG(G,S) | T esun arboly 15 € T}.

Para cada elemento T € T(G,S), se denota por Br(lg,N) la bola abierta
en el arbol T de centro 1g y radio N con respecto a la métrica natural sobre
los arboles: la distancia entre vértices es el minimo numero de aristas por las
que hay que pasar para ir de un vértice al otro y las aristas son isométricas al
intervalo unidad.

Sobre el conjunto 7 (G, S) es posible definir la métrica de Gromov—Hausdorff
que, intuitivamente, dice que dos arboles son cercanos si coinciden en una gran
bola centrada en 1g. Siendo més precisos: dados dos drboles T 'y T' € T, la
distancia de Gromov—Hausdorff entre ellos serd

d(T,T') = e BTT),

donde
R(T,T') = sup{N > 1| By(lg,N) = Br:(1g,N)}

o R(T,T") = 0 si no existe dicho supremo. Nétese que R(T,T") = 0 si y sélo si
valr(1g) # valr(1g) y que la distancia estd acotada por 1.

Esta funcién distancia cumple la desigualdad ultramétrica, una desigualdad
més fuerte que la desigualdad triangular: dados T', T y T" € T(G, S),

d(T,T") < méx{d(T,T"),d(T’,T")}. (1)
En efecto, si N > 1 es tal que

Br(lg,N) = Br/(1g,N) y
Br/(1¢,N) = Byv(1g,N),
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entonces BT(lg,N> = BTu(lg,N). Ast R(T,T") > min{R(T,T"), R(T,T")},
de donde se deduce (1).

La desigualdad ultramétrica tiene importantes consecuencias: las bolas abier-
tas, cerradas y las esferas son conjuntos abiertos y cerrados. De esto se deduce
que la topologia generada por una ultramétrica es totalmente disconexa. En
particular:

Corolario 1. 7(G, S) es un espacio totalmente disconezo.

Antes de continuar, resultard conveniente hacer explicita la convergencia de
sucesiones en el espacio 7 (G, S): una sucesién {T,,} converge a T siy sdlo si
lim R(T,,T) = lim sup{n € N| By, (1g,n) = Br(lg,n)} =c0.  (2)
n—oo n—oo
Teniendo en cuenta que el nimero de arboles contenidos en una bola cualquiera

de 7(G,S) estd acotado, un argumento diagonal cldsico prueba el siguiente
resultado:

Proposicién 2. 7(G,S) es un espacio métrico compacto.

Demostracion. Basta probar que 7(G,S) es secuencialmente compacto. Con-
sidérese una sucesién {T,,}, en 7(G,S). Obsérvese que sélo existe un nimero
finito de drboles de 7 (G, S) de didmetro menor o igual a 2. Se puede escoger
por tanto una subsucesién de {T},}n, {T1,n}n, de forma que Br, , (1g,1) = A,
para cada n, con A; € T(G,S) de didmetro menor o igual a 2.

Supdngase construidas sucesiones {Tj n}n, 1 <k < M — 1 cada una subsu-
cesion de la anterior, de forma que fijado k, las bolas cerradas ETkmy(lg, k) son
todas iguales a un arbol A, € 7(G, S) de didmetro menor o igual a 2k. Tene-
mos entonces una sucesién creciente de arboles finitos A7 C Ay C -+- C Apr—1.
De nuevo, existe un ndmero finito de drboles de 7(G,S) de didmetro igual
o menor que 2M. Por lo cual es posible escoger {Thsn}n una subsucesién de
{Tri=1,n}n, de forma que Br,,, (1g, M) = Ay, para cualquier n y cierto drbol
Ay € T(G, S) de didmetro no superior a 2M.

Por induccién para cada m > 1 obtenemos una sucesién {T5;, , }», verificando
la condicién anterior. La unién creciente de los arboles A,, define un arbol
T € T(G,S), tal que la sucesién diagonal {T, n}m lo tiene por limite: por
construccién Br,, . (1g,m) = Br(lg,m) = Ay, luego R(Tp m,T) > m, es
decir, d(Ty,m,T) — 0. O

La prueba anterior muestra que cualquier arbol infinito es limite de sucesio-
nes de arboles finitos, las bolas cerradas centradas en 1g. Por otra parte si T es
un arbol finito, la bola en 7 (G, S) de centro Ty radio méx{dr(1g,z)+1 |z € T}
se reduce al drbol T, con lo que el derivado de T (G, S) estd formado por los
arboles infinitos. Por lo tanto, para un grupo finito G, 7 (G, S) es un conjunto
finito discreto. Si consideramos G = Z y el sistema de generadores S = {1},
el espacio 7(Z, S) es obviamente infinito contable.

Proposicién 3. Si G es infinito, el derivado de T(G,S) es un conjunto de
Cantor salvo si G =7Z y S = {£1}.
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Demostracion. Dado que T (G, S) es compacto y totalmente disconexo, sélo hay
que probar que el derivado de 7 (G, S) es perfecto.

Segun la observacién anterior, cualquier arbol T es el limite de los arboles
finitos Br(1g,n). Si “se alargan estas bolas en alguna direccién” se obtiene una
sucesion de arboles infinitos que converge a T'. Mas precisamente, fijado n € N,
se escoge un camino infinito ¢, C G(G,S) que interseque a Br(lg,n) en un
Unico punto a distancia n de 1. Dado que G es infinito, dichos caminos siempre
existen. Se ha construido por tanto una sucesién de arboles 75" = Br(1g,n)Ue,
que, obviamente, converge a T.

Ademas, los caminos ¢, se pueden escoger de forma que los arboles T~
sean todos distintos a T, salvo en el caso de G = Z y S = {£1}. En efecto,
supongamos que existe n € N de forma que dado cualquier camino e con las
propiedades exigidas se tenga 7. = T'. En estas condiciones, todos los caminos
serdn el mismo. Por lo tanto el nimero de aristas de G(G, S) incidentes en los
vértices de € es 2. Como G actia por automorfismos sobre G(G, S), el nimero
de aristas incidentes sobre todos los vértices de G(G, S) ha de ser 2, en otras
palabras, G(G, S) es una recta. En consecuencia G =Z y S = {£1}. O

De la misma forma que para un grafo de Cayley de un grupo G tenemos
el mismo conjunto de vértices pero distinta estructura de grafo, los espacios
T(G,S) son, en general, homeomorfos, pero todos poseen estructuras de grafo
diferentes dependiendo del sistema de generadores S. Definir esta estructura es
el propésito de la siguiente seccién.

En lo que resta, cuando no exista ambigiiedad, se denotard 7 (G, S) y G(G, S)
simplemente por 7 y G respectivamente.

2.2. La relacion de equivalencia ser trasladados

Dados T € 7 y g € G, el drbol trasladado gT estéa definido de manera obvia.
En general g7 no pertenece a 7, ya que 1 no tiene porqué pertenecer al arbol
gT. De hecho gT € T siy sélosi g~ € T.

Se define sobre 7 la relaciéon de equivalencia ser trasladados, denotada por
R, como

TRT < g 'T=T

para algin g € T. El arbol ¢g~'T puede verse como T pero con la “rafz” no
en 1g sino en el vértice g. De esta forma, la clase de equivalencia de un arbol
R[T) = {g~'T | g € vértices(T)} puede pensarse formada por los drboles que se
obtienen al cambiar el punto base a todos los vértices de T'.

Esta descripcién de las clases de equivalencia de R permite definir una es-
tructura de grafo simplicial de la cual 7 serd conjunto de vértices y cada com-
ponente conexa de dicha estructura simplicial nos dard una R-clase. Dicho de
otro modo, se realizard cada clase R[T] como el conjunto de vértices de un grafo
conexo R[T]. Considérese R[T] como un conjunto de vértices: diremos que 7’
y T"” € R[T] estan unidos por una arista si 7/ = s~ 'T", para cierto s € S.
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..... — . e a Q

L RIL] = L/Iso(L)

Figura 1: El drbol L y el cociente L/Iso(L).

Como ocurre en G, los elementos s y s~! generan la misma arista. El resto de
los elementos de S genera aristas distintas a la anterior.

Obsérvese que un arbol perteneciente a R[T] estd determinado por un vértice
de T. Ahora bien, dos vértices v y v/ € T determinan el mismo drbol si T =
v'v7IT. Con lo que el grafo R[T] es naturalmente isomorfo al grafo 7'/ Iso(T),
donde Iso(T) denota el grupo de isotropfa del arbol T', formado por los elementos
de G que lo dejan invariante. En particular, el drbol T" es la cubierta universal
del grafo R[T] y el grupo Iso(T) es su grupo fundamental.

Ejemplo 4. Sea L € T(Z,{%1}) el 4rbol cuyos vértices son L = {n | n € Z}, y
las aristas obvias (L es de hecho el grafo de Cayley de Z). Obviamente la clase
RI[T] se reduce a {T'} y puesto que L = L+(1,0), existe una sola arista en forma
de bucle en R[T]. Por otro lado Iso(L) = Z. El cociente L/Iso(L) es isomorfo
al grafo R[L] (véase la figura 1).

Si se considera el subarbol L™ de L constituido por los vértices correspon-

dientes a los enteros no negativos, el grafo R[LT] es isomorfo a LT, ya que
Iso(LT) = {0}.

Estos ejemplos sugieren la siguiente definicion:

Definicién 5. Diremos que un drbol T" € 7" es periddico (resp. aperiddico) si el
grafo R = T/Iso(T) es finito (resp. R[T] = T), es decir, el grupo de isotropia
es cocompacto (resp. trivial).

Obviamente se da una situacién intermedia, es decir, existen arboles cuyo
cociente T/ Iso(T') es no compacto, pero no coincide con T

Recordemos que dado un grafo E y v € F un vértice de E, la valencia de v (en
E), denotado por valg(v), es el ntimero de aristas incidentes en v, teniendo en
cuenta que los bucles han de contarse dos veces. Obsérvese que se puede definir
la valencia de v como el nimero de componentes conexas de Bg(v,e) — {v},
siendo € < % Por lo tanto, si 7 : E — E es una cubierta yuvE E esun vértice,
val(v) = valg(m(v)).

Cada drbol T € 7 es vértice del grafo R[T], con lo que tiene sentido consi-
derar la valencia. Ahora bien, T' es una cubierta de R[T], luego

val(T') = valg (1) = valr(1¢).

De la misma forma es evidente que val(g~!7T) = valr(g).
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Figura 2: El proceso de engorde para obtener una laminacién de un espacio
foliado por grafos.

Lema 6. La funcion valencia val : T — N es continua.

Demostracion. Sean T y T' € T tales que d(T,T") < 1. Luego Br(lg,1) =
Br/(1g,1) y en consecuencia val(T) = valr(lg) = valp(1g) = val(T’). Asf pues
la funcién val es localmente constante, de donde se deduce la continuidad. [

2.3. El espacio foliado por grafos de Gromov—Hausdorff

En las construcciones del espacio 7, la relacién de equivalencia R y la es-
tructura de grafo sobre las clases de ésta, no se requiere del grafo G, sino sélo
los vértices y las reglas de incidencia entre ellos.

Si se piensa en G como en la realizacién de un complejo simplicial, es posible
realizar 7 como una transversal a un espacio foliado por grafos. Intuitivamente,
es necesario considerar no sélo los drboles enraizados en vértices, sino también
arboles enraizados en cualquier punto de las aristas. En este sentido, cada punto
de R[T] se puede considerar el drbol T enraizado no necesariamente en un
vértice, de la misma forma que ocurre para los vértices R[T] C R[T].

Ahora bien, las aristas de los grafos R[T], se apilan naturalmente como un
producto, ya que estdn generadas por las transformaciones parciales T +— s~ 1T,
con s € S. Por otro lado, la valencia de los vértices es localmente constante (y
uniformemente finita), por lo que, localmente también existe una estructura de
producto. En resumen:

Teorema 7 ([1, 7]). Eziste un espacio compacto, metrizable y separable (X, F)
foliado por grafos tal que T es una transversal completa y las clases de equiva-
lencta de R son los vértices de las hojas de F. De hecho, las hojas de F son los
grafos R[T), las realizaciones de las clases de R.

En [5], E. Ghys muestra que 7 (Z?) es realizable como transversal completa
de una laminacién por superficies de Riemann de un espacio compacto. Usando
esta idea, en [7], se prueba que el resultado es mds general, y es aplicable a
cualquier espacio compacto foliado por grafos localmente finitos. En particular
se puede emplear esa construccioén a cualquiera de los espacios 7 (G, S). Intuiti-
vamente, se ha de sustituir la estructura de grafo que aparece alrededor de cada
vértice por una “version engordada’” y pegar los bordes de la forma que indican
las aristas (véase la figura 2).

Teorema 8 ([1, 5, 7]). Existe una laminacion por superficies de Riemann L
sobre un espacio compacto, metrizable y separable M tal que
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1. T es una transversal completa de (M, L), y la relacion inducida es R;

2. si Lt € L es la hoja que pasa por T' € T, ésta es casi-isométrica (en el
sentido de Gromov) a R[T).

3. Arboles repetitivos y minimales

Dado el par (7,R), es posible asociarle una laminacién por superficies de
Riemann (M, L) (teorema 8), o si se prefiere el espacio foliado por grafos (X, F)
(teorema 7). Para construir ejemplos minimales en estos espacios habrd que
recurrir a los drboles repetitivos, ya que la clausura de la hoja por un arbol repe-
titivo es un minimal y viceversa. La estructura de estos minimales estd descrita
por el arbol en cuestién, como muestran los ejemplos dados al final de la seccién.

3.1. Arboles repetitivos y minimalidad

De manera intuitiva, diremos que un grafo es repetitivo o tiene la propiedad
de isomorfismo local si no podemos distinguir en qué punto nos encontramos
observando unicamente un entorno finito. Esta idea se basa en la propiedad
de isomorfismo local para mosaicos descrita en [9] y la definicién de mosaico
repetitivo dada en [2]. La adaptacién al caso de grafos aparece implicita en la
tesis de E. Blanc (véase [4]). Antes de hacerla explicita, conviene introducir
alguna notacién:

Definicién 9. Sean T'y T” dos elementos de 7. Diremos que la bola By (z, )
se embebe fielmente en T y escribiremos Br(z,7) — T’ si existe algtin g € G
tal que:

gBr(z,r) = Br/(gx,7) C T'.

Si la bola Br/(gx,r) estd contenida en Bp(z',r'), diremos que Br(z,r) se
embebe fielmente en B/ (z',r") y escribiremos Br(x,r) < Br/(a',1").

Definicién 10. Un drbol T € T es repetitivo o tiene la propiedad de isomorfismo
local si para cada r > 0 existe R > 0 tal que:

BT(1G7T) — BT(ya R)

para cada y € T. El arbol T sera uniformemente repetitivo si fijado r > 0 existe
R > 0 tal que:
BT(xv T) — BT(yv R)

para cada par de puntos z,y € T

El siguiente resultado proporciona un criterio de minimalidad para la clau-
sura de R[T] en T, denotada por cl(R[T]), que resultard muy ttil.

Teorema 11 ([1]). Para cada T € T, consideremos el subconjunto cerrado y
saturado X = cl(R[T]) de T. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. T es uniformemente repetitivo;
2. T es repetitivo;
3. X es minimal.

Demostracion. [1 = 2] Esta implicacién es obvia.

[2 = 3] Para demostrar que X es minimal, hemos de comprobar que la clase de
equivalencia de cualquier elemento 7" € X es densa en X. Por una parte, sabe-
mos que cl(R[T']) C cl(R[T]) = X. Luego nos basta probar que T € cl(R[T"]),
en cuyo caso X = cl(R[T]) C cl(R[T"]). Para ello, fijemos r > 0. Por hipéte-
sis, existe R > r tal que Br(lg,r) — Br(y, R) para todo y € T. Puesto que
T € cl(R[T]), existe z € T tal que:

BT’(]-Ga R) = Ba:_lT(]-Gv R) = xilBT(x7R)'

Si suponemos y = x, la bola Br(1g, ) se embebe fielmente en la bola Br(z, R),

es decir,
9Br(lg,r) = Br(g,r) C Br(z, R)

para algin g € G. Luego
t 'gBr(lg,r) = 2 'Br(g,7) C 2 'Br(z,R) = Br/(1g, R).
Observemos que
t 'gBr(lg,r) = 2 'Br(g,r) = Byip(x tg,7) = Bp(x g, 7).
En consecuencia, si denotamos h = x~'g, tenemos
Br(1g,r) = h ' Byi(h,r) = By-17(1g,7).

En resumen, se ha encontrado un arbol h=!7T" € R[T'] cuya distancia a T es
menor que e~ ". Como esto sucede para todo r > 0, acabamos de concluir que
T € cl(R[T")).

[3 = 2] Fijado r > 0, a cada entero S > 0, le asociamos el conjunto
Ug = {T/ eX ‘ BT(lg,T) — BT/(lg,S)}.

Veamos que estos conjuntos forman un recubrimiento abierto de X.
En primer lugar, cada conjunto Ug es abierto. En efecto, dado un elemento
T’ de Us, cualquier elemento 7" de la bola Bx (T",e~%) verifica:

BT(lg,T) — BTH(lc,S) = BT/(lg,S)

y en consecuencia la bola abierta Bx (T",e™*) est4 contenida en Us. Por otra
parte, cualquier elemento 7" de X pertenece a algin abierto Ug. Por ser X
minimal, como antes, T € cl(R[T"]). Por consiguiente, dado r > 0, existe 2’ € T"
tal que

BT(lg, ’/‘) = :ElilBT/(.T/, 7’).
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Luego
a'Br(lg,r) = Br/(2',r) C Br/(1g, S)

siendo S = r+d(lg,a’). Asi pues, T pertenece al conjunto Us. Ademés resulta
obvio que el recubrimiento {Us}s>o es mondtono creciente con respecto a la
inclusién. Por ser X compacto, deducimos que existe R > 0 tal que X = Ug.
Para cada y € T, el 4rbol trasladado y~'T pertenece a Ug, luego

BT(lg,T) — By—lT(lG, R)7

es decir,
BT(ga 7‘) = BgflT(gaT) - ByflT(le R)

para algun g € G. Trasladando por y, tenemos que
hBT(lGa T) = yByflT(g/r) = BT(haT) C yBy*IT(1G7 R) = BT(ya R)

siendo h = gy. Acabamos de probar que Br(lg,r) — Br(y, R).

[3 = 1] Fijemos r > 0 y consideremos un punto arbitrario z € T. Como antes,
para cada entero S > 0, definimos el conjunto

U ={T"€ X | Br(z,r) — Br/(1g,S)}.

Procediendo de manera anéloga al caso anterior, deducimos que existe un radio
R(r,z) tal que By(z,r) — Br(y, R) para todo y € T.

No obstante, para poder afirmar que T tiene la propiedad de isomorfismo
local, necesitamos que R no dependa del punto x. Para ello, conviene hacer una
observacién previa. Notemos que Bg(1g,r) = g~ Bg(g,r) para cualquier vértice
g del grafo G. La compacidad de 7 proviene del hecho de que la bola Bg(1g, )
sélo contiene un numero finito de subarboles enraizados en 1. Asi pues, sélo
hay un ndmero finito de clases de traslacién de bolas Br(z,r) de radio r > 0.
Denotemos por z1,...,x, una familia finita de puntos de T tales que las bolas
Br(x;,7) representan todas las posibles clases de traslacién.

Como consecuencia de la observacién inicial, para cada 1 < ¢ < n, sabemos
que:

Br(zi,r) — Br(y, R(r,z;)).

Ahora, si tomamos R = méx{R(r,z1), ..., R(r,z,)}, entonces

BT(Iv ’I") — BT(ya R)
para cada par z,y € T, ya que Bp(z,r) es la imagen por una traslacién de
alguna bola Br(x;,7) con esa misma propiedad. O

3.2. Ejemplos de arboles repetitivos

Para terminar, describiremos tres ejemplos de subarboles repetitivos del gra-
fo de Cayley de Z2. Como nos indica el teorema 11, las clausuras de las hojas a
través de dichos arboles dan lugar a laminaciones minimales.
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3.2.1. El arbol de Kenyon

Se va a construir un arbol repetitivo y aperiddico, siendo asi un ejemplo no
trivial de &rbol repetitivo (véase [5, 1]). La construccién se realiza de manera
inductiva: se toma la pieza elemental T} de la figura 3;

e
Figura 3: La pieza elemental 77 .

Se traslada en la direccién vertical la cruz mediante el vector (0, 2) para tener
la base en e, luego se rotan angulos de 5, 7y —3, y se borra a la izquierda y
derecha como se indica en la figura, obteniéndose el arbol T5 de la figura 4.
[ ]
[ ]

—o—o

[ ]
Figura 4: El arbol T5.

Se desplaza Ty con vector de longitud 4 verticalmente y se hacen las mismas
rotaciones, eliminando tras rotar las dos aristas terminales horizontales. Se tiene
asi el drbol T3 (véase la figura 5).

Se continia inductivamente, y en la etapa n, se obtiene un arbol finito 7},
que corta al eje vertical en un intervalo {0} x [-2",2"] y al eje horizontal en
[-2" 4+ 1,2" — 1] x {0}. El darbol buscado es la unién creciente Toe = J,,~1 Tn-
T € T (Z?) tiene cuatro finales, donde el nimero de finales es el supremo de la
cantidad de componentes conexas no acotadas del complementario de subarboles
finitos.

Este arbol T, es evidentemente aperidédico, ya que a través del origen pasan
dos rectas infinitas: dado v € Iso(Tw,) entonces v € T, y por v pasan dos rectas
infinitas, con lo que v = 0. Luego Iso(T.,) = {0}.

Es sencillo probar que T, es repetitivo: para cualquier bola Br_ (0, ) existe
un n minimo tal que dicha bola estd embebida fielmente en T},. Sea y € T, ¥
m > n tal que y € T,,,. Luego y pertenece a (al menos) una de las cuatro copias
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!

i

!
)¢

gty

Figura 5: El arbol T5.

(trasladadas) de T,,—1 que componen T,,. Procediendo de esta manera, conclui-
mos que y pertenece a una copia de T, con lo que Br_(0,7) estd embebida
fielmente en Bt (y, 2r).

3.2.2. Arboles con una cantidad arbitraria par de finales

Se construiran ahora arboles aperiédicos y repetitivos con una cantidad arbi-
traria pero par de finales. Fijado k£ un entero positivo, se construiran dos arboles,
uno de ellos con 4k + 2 finales y el otro con 4(k + 1) finales.

Como en el ejemplo anterior, la construccion se realizara inductivamente,
construyendo arboles finitos encajados

GoCG1CGC--CGrC-e

de forma que las piezas P, se empleen para unir copias disjuntas de piezas Gy,
formando un arbol finito Gg41. El arbol limite G, = lim G}, serd el arbol con
4k + 2 finales y el limite P, = lim Py serd el arbol con 4(k 4 1) finales. Para
simplificar la notacién, escribimos n = 4k + 2.

Se comienza con el arbol finito Gy con n puntos de valencia 1, contenido en
el cuadrado de lado lg = 2n — 2 y donde dos puntos de valencia 1 consecutivos
estdn separados por la distancia 21" = 4, explicitamente Gy es:

i§ 1§ P I§ 1§
Go = [1_??_ ] x {0} uUk{zzO@}x [1_?,3_ ]
im—
Los puntos de valencia 1 de Gy, que se denotardn {s{}™ ,, seran las salidas de
Go. Véase figura 6(a). Ademds, se define el drbol finito contenido en el cuadrado

de lado I}
Py ={0} x [-1,1]U[-1,1] x {0}

Véase la figura 6(b).
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(a) (b)

Figura 6: (a) Go para k = 1. El orden de la familia {s?} es irrelevante. (b) Pp.

Para construir el arbol Gy, disponemos n copias de Gy trasladadas por los
vectores {(n — 1)s9}. Tendremos asi una copia de Gy por cada s?, colocada en
la misma posicion relativa como se muestra en la figura 7, donde se muestra el
caso k = 1.

[

e S
=
oo

Figura 7: Paso intermedio de la construccién de Gy (k = 1).

Por otro lado tenemos definidos los vértices {s} = (n—1)s0+(n—2)y(s?)}._,,

siendo y(z,y) = (0, ). Estos vértices, de valencia 1, serdn las salidas de Gy, es
[yl

decir, los vértices que se unirdn en el siguiente paso a otras copias de G;. Para
cada copia de Gy se tiene ademés un vértice e} = st — (0,15 +1) (i=1,...,n),
una entrada, por donde se unird cada copia trasladada de G con la copia central
de Go.

Por ultimo, se une este bosque para obtener un arbol: se conectan las copias

de Gy mediante ramas formadas por piezas Py: en primer lugar se aaden aristas

verticales partiendo de los vértices {e%, s? i, en las direcciones obvias, lo que

nos genera otro conjunto de vértices, los vértices terminales de las aristas anadi-
das, que denotaremos por {é},57}™ |, con las notaciones obvias. Se unen ahora

el vértice 89 con é! mediante un camino de copias de P, evitando la formacién

G G
g Lo + 1} . Obteniendo

de ciclos y de forma que no corten a la banda R x |—1— -3, =5
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asi Gy (véase la figura 8).

R [—1—@,@4@]

Figura 8: El 4rbol Gy (k =1).

Para construir P; se toma Gg y se le anaden 4 aristas (véase la figura 9)

p-coo( ([ a-E]o[E -1 5]) <)
o (10 ([-§1- 5o € -1 57)
G ZG

- ([—lglg} x {0}) u ({0} X [—l;GlgD u O (2180} x [1 - %% - 1].

i=—k

Figura 9: El arbol P, (k =1).

Definidos P; y GG; se obtiene G2 continuando de la misma forma que para
el primer caso. Por otro lado, para construir Py a partir de P,_1, se procede de
forma similar a la construcciéon de G a partir de Gi_1. Se disponen copias de
Gj,_1 alrededor de la copia existente de Pr_1 como en el caso de Gy, salvo que
dos de ellas, las que se encuentran exactamente sobre P;_1, se sustituyen por
copias de Pi_1. Ademads, se anaden dos copias més de P_1 a los lados de Pj,_1,
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G
trasladadas por los vectores {:t(n— 1)k (1 - l’“; , 0) } Se alargan las piezas como

en el caso de G y se unen por los mismos caminos que Gy. Ademds, las piezas
Py laterales se unen a la pieza central por caminos rectos.

| | bl W . 'rrrrrrrrr‘l |
T

| | 19 s n i 2 ,l,u,u,u,u,‘l |

Figura 10: El drbol P, (k = 1).

Obtenemos de esta manera dos sucesiones { P, } v {Gy} de drboles finitos, que
obviamente convergen a dos drboles infinitos Py y Goo de 4(k+1) y 4k+2 finales
respectivamente. Es sencillo comprobar que ambos drboles son aperiédicos y
repetitivos. Ademds ambos drboles pertenecen al mismo minimal R[P.], ya
que existen copias de G en P, para cada k y viceversa.

3.2.3. Arboles con diferentes tasas de aparicion

El objetivo ahora es construir un ejemplo de arbol, de forma que la clausura
de la hoja a través de él sea un espacio foliado con més de una medida transversa
invariante. Para ello se recurrira a la construccion clasica de S. E. Goodman y
J. F. Plante (véase [6]) mediante sucesiones de Fglner. En este caso, las medidas
obtenidas mediante el procedimiento de Goodman y Plante pueden interpretarse
como una tasas de aparicion. Por lo que, para construir el mencionado ejemplo,
se recurrird a dos sucesiones de arboles finitos con tasas de aparicién distintas.

El ejemplo que se va a construir es similar al construido por E. Blanc en [3],
pero, en este caso, la construccion no se realiza en el grafo de Cayley del grupo
libre con tres generadores, si no en el de Z2.

Medidas invariantes y tasas de aparicién. En [6], S. E. Goodman y
J. F. Plante describen una condicién suficiente (y de cardcter geométrico) para
la existencia de medidas invariantes en espacios foliados compactos: la existencia
de sucesiones de Folner.

Consideremos un espacio foliado compacto y la relaciéon de equivalencia R
inducida sobre una transversal completa X. Sea F' un conjunto finito de trans-
formaciones locales de X que genere la relacién de equivalencia R. Este conjunto
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induce una estructura de grafo sobre las R-clases en la que cada punto = del do-
minio de f € F estd unido con f(z) mediante una arista. Dada esta estructura
se tiene la nocién natural de borde de un conjunto:

OB = {x € B| f(x) ¢ B para cierto f € F'}

Definicién 12. Una familia de conjuntos finitos {A, }nen s una sucesion de
Fglner si
#0A,

#An
Teorema 13 (S. Goodman y J. Plante, [6]). Dada {A;}nen una sucesion de

Folner, existe una medida de probabilidad & -invariante soportada por el conjunto
limite de la sucesion.

.0 (3)

La relacién ser trasladados R esta obviamente generada por las traslaciones
parciales T +— s~ T con s € S y la construccién de medidas invariantes puede
interpretarse en términos de tasa de aparicion de motivos: consideremos T' € T
un arbol aperiddico y repetitivo, y {A,} una sucesién de subdrboles finitos
de T que cumplan la condicién (3). Dado que T se identifica con R[T], los
conjuntos A, forman una sucesién de Fglner dentro de R[T] y definen una
medida invariante soportada por la clausura de R[T]. Ahora bien

#(Br(T",e”") N A,) = Namero de z € A, tales que Br(z,r) = 2B (lg,r)

= Nuamero de copias de Br(x,r) en A,.

Por lo que M(BT(T’, e’r)) puede interpretarse como una tasa de aparicion de
BT/ (lg, 7”):

#(Br (T, e ")NAy)

e ) = Jim HELTE
i Numero de copias de Bp(z,7) en A,
= lim

= Tasa de aparicién de By (xz,r) en el drbol lim A,,.

Obsérvese que cualquier sucesién de bolas By (z, ) con r,, — 00 es una sucesién
de Fglner ya que T tiene crecimiento a lo sumo cuadratico. Si sustituimos el
centro de las bolas x por una sucesion arbitraria de centros x,, el resultado
sigue siendo cierto. Es también cierto para una sucesién de arboles finitos {4, }
si existe una sucesién de bolas {B, } tal que

Bn C An C Bn+1
y la diferencia de los radios de las bolas B,,+1 y B, estd uniformemente acotada.
Construccién. En consecuencia, para construir un ejemplo de espacio foliado

no tnicamente ergoédico basta definir una pareja de sucesiones de arboles finitos
encajados de T(Z?), {P,} vy {G,} tales que:
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1. Existen copias de P, en G, v copias de Gy, en P, (para cierto k > 0).
En consecuencia G,, C lim P; + v para cierto v € Z?2, y reciprocamente.
Por lo tanto

CI(R[POO]) = cl(R[POC]),
siendo Py, = lim P; y Go, = lim G;.

2. Las copias de G,, dentro de P, 1 sean pocas en comparacién con el volu-

men de P, ;1. Asi se podré asegurar que existen dos medidas invariantes

distintas dadas por las tasas de aparicion para cada una de las dos suce-
siones.

Como en los casos anteriores, la construccion se realizard por induccién, pero se
partird de dos arboles en vez de uno:

Sea G el grafo en forma de cruz de lado 2 que se muestra en la siguiente
figura, donde obviamente [; = 3.

L
Figura 11: El arbol inicial G;.

Por otro lado Ty € 7(Z?) es la recta horizontal infinita que pasa por el
origen. Se define P; como la bola de radio (I; — 1)/2 centrada en el origen en
T12 P1 = BT1(07 1)

Con las piezas P; y Gy se construird Gs: disponemos cuatro copias de Gy
alrededor del propio G, y afiadiendo cuatro aristas obtenemos un arbol mayor
en forma de cruz. A cada lado de cada brazo vertical se aniade una copia de P,
obteniendo G2 (véase la figura 12(a)).

Para G4 tenemos que ly = 3l; = 32. Para definir 75 tomamos r; un entero

par tal que
4Gy _

1
T1 ll.

Y se insertan copias de (G; en T} a distancia ry entre ellos para obtener T5, como
se muestra en la figura 12(b).
Definimos entonces P, = Br, (0, (I — 1)/2).

Con P, y G5 se construye G3: se disponen cinco copias de Gs en forma de
cruz y se anaden 4 copias de P, en los brazos verticales de la misma (véase la
figura 13). Obviamente I3 = 3l = 33. Por otro lado, se escoge 72 un multiplo
de r; tal que se cumpla

#Go

T2

1
< —.
_lg
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Figura 13: El arbol Gs.

Como antes se define T3: se insertan copias de GGo en T5 separadas en intervalos
de longitud ro, de forma que estas sustituirdn algunas de las copias de G; como
en la figura 14.

Razonando por induccién obtenemos dos sucesiones de arboles finitos, { P, } y
{G,}, que convergen a P = J,, P, = U,, Tn y @ Goo = |,, Gr respectivamente.
Es facil ver que tanto P, como G, son aperiédicos. De forma similar al ejemplo
anterior, es posible probar que tanto P,, como G, son repetitivos. Es obvio que
la clausura de la hoja por P, contiene a la hoja por G, y viceversa.

El hecho de que el volumen de G,, sea muy pequeno con respecto a la dis-
tancia en la que se injerta sobre la recta, permite deducir que las dos medidas
R-invariantes dadas por las tasas de apariciéon con respecto a las sucesiones de
Fglner {P,} v {G,} son distintas, como se prueba en [8].
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Figura 14: Sustitucién de copias de G por copias de Gs.
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Soporte de las soluciones de ecuaciones
diferenciales con coeficientes en cuerpos de series
generalizadas de rango finito

Mickaél Matusinski

1. Introducciéon

Estudiaremos ecuaciones diferenciales del tipo F'(y,... ,y(”)) = 0 donde
F(Yy,...,Y,) es una serie formal en Yp,...,Y, con coeficientes en un cierto
cuerpo de series generalizadas M,.. Nuestro problema es comprender la rela-
cion que hay entre el conjunto de los exponentes de sus coeficientes (que deno-
tamos Supp F') y los exponentes de los elementos de yo € M, soluciones (que
denotamos Supp yo).

Dado un grupo abeliano totalmente ordenado G, llamamos serie generalizada
con potencias en G a una expresion a = Z Agt9. Los coeficientes A, son reales,

geG
t es la variable abstracta y el soporte de a (el conjunto de exponentes g € G tal
que A,y # 0) es un subconjunto bien ordenado de G. Hahn demostr6 en [Hah07]
que el conjunto de las series generalizadas es un cuerpo valorado.

El estudio de las series generalizadas esta en la confluencia de recientes ade-
lantos en varios campos. Subrayamos en los diferentes contextos que vamos a
citar la importancia de la teoria de los cuerpos valorados de caracteristica cero.
También abordamos nuestro trabajo con valoraciones.

En el caso del cuerpo R ((:rR)) provisto de la valoracion y de la derivaciéon
usuales, hay dos resultados cercanos. En [GS91], D. Y. Grigoriev y M. F. Singer
consideran ecuaciones diferenciales polinomiales P (x, TR ,y(")) =0con P €
Q|[z, Yo, ..., Y,]]. En tal caso prueban que todo elemento de R ((mR)) soluciéon
tiene sus exponentes en un Z-modulo finitamente generado.

J. Cano estudia en [Can93] series generalizadas con potencias racionales
soluciones de ecuaciones diferenciales de tipo f (:E,y,y' .. .,y(")) = 0, donde
f (x, Yyovos y(")) € R[z,Yo,...,Y,]]. Entonces demuestra que los exponentes
de una tal serie tienen un denominador comun (serie de tipo Puiseux). Después
utiliza su resultado para determinar el indice de Gevrey de la solucién en funcién
del de la serie formal f que define la ecuacion.

F. Cano, R. Moussu y J.-P. Rolin utilizan una versiéon ligeramente diferente
de este ultimo resultado en [CMRO5]: dados una ecuacion f = 0 y una serie
generalizada en R ((z®)) solucién, entonces sus exponentes pertenecen a un
reticulo, es decir, un subsemigrupo finitamente generado de R, . Les sirve de

39
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etapa en la prueba de un teorema de desingularizacion de campos de vectores
en dimension tres a lo largo de una trayectoria no oscilante.

Estos resultados son casos particulares de un teorema mucho mas general
probado por J. van der Hoeven en su tesis [Hoe97]. Sin entrar en los detalles, se
puede resumir asi: una transerie con soporte bien ordenado que es solucion de
un polinomio diferencial con coeficientes reticulados es también reticulada.

Las transeries son series formales construidas por inducciéon a partir de R,
x, las operaciones de cuerpo, la exponencial, el logaritmo y un procedimiento de
sumacion infinita parecido a la construccion de las series generalizadas a partir
de un cuerpo ordenado abstracto. Se obtiene asi un cuerpo totalmente ordenado,
real cerrado, estable por derivacidn, integracion, composicion e inversion fun-
cional. J. Ecalle introduzco por primera vez las transeries en su prueba de la
conjetura de Dulac (cfr. [Eca92]).

Encontramos en otros contextos cuerpos similares al de las transeries lla-
mados cuerpo de series logaritmico-exponenciales (LE-series), o también series
exp-log. Son utilizados en teoria de modelos, en particular para comprender cier-
tas propiedades de cuerpos estables por la exponencial (es decir, un isomorfismo
entre el grupo aditivo del cuerpo y su subgrupo multiplicativo de elementos po-
sitivos). F.-V. Kuhlmann, S. Kuhlmann y S. Shelah probaron en [KKS97] que
los cuerpos de series generalizadas no triviales no pueden ser estables por exp.
Pero pueden ser provistos de una exponencial real restringida, e incluso de cual-
quier funcién analitica restringida (cfr. [DMMO94]). L. van den Dries introdujo el
cuerpo de las LE-series estudiando el problema de Tarski sobre la exponencial
real (cfr. [Dri84], [Dri86]).

Otro campo de investigacion que esté relacionado con las series generalizadas
es el de los cuerpos de Hardy (los cuerpos de gérmenes de funciones reales
en infinito estables por derivacion). Son cuerpos naturalmente valorados y se
define una nocién de rango que es el nimero de clases arquimedianas del grupo
de valoraciéon. Estos cuerpos son una herramienta importante en el estudio de
funciones no oscilantes. En particular, en el caso de rango finito, Rosenlicht
muestra en [Ros83| que existe una escala asintotica finitamente generada en la
cual se pueden desarrollar los elementos del cuerpo.

F. Cano, R. Moussu y J.-P. Rolin utilizan esta propiedad en la prueba del
teorema de desingularizacion: el conjunto de las funciones meromorfas cerca de
la singularidad evaluadas en una trayectoria trascendente no oscilante es un
cuerpo de Hardy de rango menor que la dimensiéon del espacio, que es tres. En
el caso en que este cuerpo es de rango uno, muestran que las coordenadas de la
trayectoria son soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales y entonces utilizan
el resultado de J. Cano para mostrar que el desarrollo de las coordenadas son
series de tipo Puiseux.

2. Campos de vectores y ecuaciones subanaliticas

Para ilustrar la relacién entre campos de vectores, cuerpos de Hardy y series
generalizadas, citamos a partir de [MRO6] el siguiente teorema que generaliza el
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precedente método en dimensiéon cualquiera:

Teorema 2.1 Sean X un campo de vectores analitico sobre una variedad ana-

litica real M de dimension n y v una trayectoria de X transcendente y subana-

liticamente no oscilante. Sea p el punto limite de v y un sistema de coordenadas

locales analitico (x1,...,xy,) centrado en p tal que el grifico de v pertenezca al

primer ortante y admita una parametrizacion x1 — (x1,2(x1), ..., zn(x1)). Si
o0

cada componente de v admite un desarrollo asintdtico E c;x", entonces los
i=1
exponentes ; pertenecen a un semigrupo finitamente generado de R .

Para probarlo, empezamos generalizando el procedimiento de eliminacién y
resolucion de ecuacion diferencial de F. Cano, R. Moussu y J.-P. Rolin. Trans-
formamos el campo de vectores &; = a;(x1,...,2,) en el sistema de n — 1
ecuaciones diferenciales aq(z1, ..., %)%, = a;(x1,...,z,). Entonces aplicamos
n — 1 veces el procedimiento siguiente: derivamos la primera ecuacién y elimina-
mos z4,...,2"" 71 2/ . 2! con las otras ecuaciones. Asi reducimos el campo
de vectores a un sistema de n — 2 ecuaciones diferenciales

Filar, ma(xr), .28 D (@), as(21), .., 2 (21)) = 0.

La proyeccién del conjunto analitico A = {f; = --+ = f,,_2 = 0} C R?"~! sobre
el espacio R" ™! x {0}"~2 es un conjunto subanalitico 7(A). Entonces existe una
funcién subanalitica H tal que la curva no oscilante

1 — (21, 22(21), .. . ,xén_l)(:cl))
verifica la ecuacion H = 0. Es decir, la funcién ¢ : 1 — x;(”_l)xg(xl) es

solucion de una ecuacion diferencial subanalitica

n

f(xla (p(l’1)7 cee 7$1(p/(x1)7 s 7$1_1<p(n71)(x1)) =0.
Entonces el teorema es una consecuencia directa del resultado siguiente:

Teorema 2.2 Sea f una funcion subanalitica en una vecindad del origen de

R™*L. Sea un elemento ¢ de un cuerpo de Hardy en el origen de R, solucion

de la ecuacion diferencial f(z,(x),...,0"™ (x)) = 0. Si ¢ tiene un desarrollo
(oo}

asintdtico p(x) = Z con ji; € R, entonces los exponentes u; pertenecen a un
=1

Semigrupo ﬁm'tame;Lte generado de R .

Nuestra prueba utiliza una descomposicion de las funciones subanaliticas
como la que se encuentra en [DMM94] o en [LR97]: una funcién subanalitica
real en una vecindad del origen se puede escribir como una composicién finita
de funciones de los tres tipos siguientes:

1. funciones analiticas en un entorno del origen de R?, p € N
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2. ramificaciones x — 2", x>0, r € Q

3. la funcioén division D(x,y) = Lsi lyl > |z| y D(z,y) =0 sino
Y

Hacemos una prueba por inducciéon sobre la “complejidad de la funcion
subanalitica” relativa a la precedente descomposiciéon. Es decir, probamos que,
considerando una funciéon candidata a ser solucién de la ecuacién subanalitica,
hay dos casos: o bien esta funcion es solucion de una ecuacion méas simple (es
decir, con una descomposicion mas simple), o bien podemos “monomializar” la

ko
ecuacién: existe una parte inicial pg, = Zcix“" de ¢(x) tal que, denotando
i=1

o(x) = pr, + @1(x), tenemos F(xz, p(z),...,2"@" (z). En particular, en este
altimo caso ¢ no puede ser soluciéon de la ecuacién y ¢ tampoco.

Subrayamos esta dualidad que, como vamos a ver, es bastante general. El
resultado que vamos a presentar generaliza este tltimo teorema al caso de ecua-
ciones y soluciones en un cuerpo de series generalizadas de rango finito.

3. Cuerpos de series generalizadas de rango finito

Nos interesamos en los cuerpos de series de potencias en un grupo abeliano
totalmente ordenado de rango finito r € N, es decir, con un namero finito de
clases arquimedianas. El teorema de inmersion de Hahn (cfr. [Hah07]) nos dice
que un grupo tal es isomorfo a un subgrupo del producto lexicogrdfico de r copias
de R (producto de Hahn).

Asi consideramos el caso de las series generalizadas con coeficientes reales

y exponentes en R} . Denotamos el conjunto de estas series M, = R((tRiex)),

donde t es una variable formal; sus elementos son de la forma a = E A t™

con A, € Ry con un soporte Supp a = {a € R}, |A, # 0} subconjunto bien
ordenado de Rj,,. Es conocido desde [Hah07]| que este conjunto de series es un
cuerpo con la adicién usual y el producto de convolucién. Ademas, es un cuerpo
valorado con valoracion v : a — min(Supp a).

Adoptamos otra notaciéon para los elementos de este cuerpo; para todo i €
{1,...,r}, ponemos t; = t donde e; = (0,...,1,...,0) con el 1 en la i-ésima
posicion es el i-ésimo generador del grupo R”; asf v(t1) = e1 > -+ > v(t,) = e,
Podemos escribir un elemento de M,.,

— a1 Q2 Qo

a= >t > e S Mt

a ER az€la, ER ar€lay,...,

Construimos una derivaciéon sobre el cuerpo M,.. Definimos las derivadas de

los generadores como elementos del cuerpo: Vi € {1,...,r} t, € M, y anadimos
las tres hipoétesis siguientes:
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(HO) Para todo elemento a = Z Aqt® de M,., definimos a’ = ZAa(to‘)’
a€RT,

lex

t] t!
donde (#7) = (17 - t07) = 5"t (g4 )
1 r

(H1) para todos a,b € M,, v(a) <v(b) v (a) <v ()

/ t/
(H2) v(’;’c) <u<t’“+1> ke {l,....r—1}
k

k+1

La primera hipoétesis es lo que J. M. del Blanco Marana llama en su tesis
[Bla06] una derivacion bien definida. Las dos siguientes son equivalentes a decir
que nuestro cuerpo es un pre-H-field (cfr. [ADO05]). Estas hipotesis son verificadas
por los cuerpos de Hardy y por el cuerpo de las transeries.

Ejemplo 3.1 El ejemplo que desarrollamos a lo largo de esta conferencia es el
siguiente:

-1
t = —
1 GXP( . )
Ponemos { 2 = =z
-1
t =
P = g

y u(t1) = (1,0,0) > v(t2) = (0,1,0) > v(t3) = (0,0, 1).

Con la derivacion usual, tenemos:

-1
exp(=
h = p:c(QI Dbty
th =1 ,
th = ————— =1t;'t52
3 rlog2(z) 2 3

y u(t)) = (1,-2,0) > v(ty) = (0,0,0) > v(ty) = (0,—1,2).

Para enunciar el teorema principal daremos las definiciones siguientes. Dados
. . - .
subconjuntos bien ordgnados X1y X5 de R>(0,...,o) y reales positivos a y 0,
llamamos transformaciones elementales a:

» sumar dos conjuntos: X1+ Xo ={& + & | & € X5,8& € Xo}
= anadir un nuevo generador: X; + Na

» generar un semigrupo aditivo: (X1) = {k1&i + -+ k&g | ki €N, & €
Xl, qc N}

= la traslacion negativa por 8: (X1)>g — 0

Para todo orden de derivacion n € N en las ecuaciones diferenciales que
consideramos, existen r subconjuntos bien ordenados 7i,...,7, de Rg(o,.wo)
construidos a partir de los soportes de las derivadas t; de los generadores del
cuerpo.
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Teorema 3.2 Sea F(Yy,...,Y,) € M, [[Yo,...,Ys]]; consideremos la ecuacion
correspondiente
Fly,....y"™)= > ey’ =0
IeNntl1
con ¢y € M, y cuyo soporte Supp F'= |J Supp c; es un subconjunto bien
IeNn+1

ordenado de R". Sea yo € M, una solucion con

v (yo) >mam{(0,...,0), —nw (2)}

entonces los exponentes de yo pertenecen a un subconjunto bien ordenado de
R;(o ____ 0) construido a partir de Supp F, T1,...,7. con un nimero finito de
transformaciones elementales.

Este resultado tiene un corolario en el caso “reticulado”, es decir:

Corolario 3.3 Si el soporte de la ecuacion y los conjuntos Ty, ..., 7, estdn in-
cluidos en un reticulo (subsemigrupo aditivo finitamente generado) de R;(o,...,o)’
entonces el soporte de una solucion yg € M, con

vt > ma {00, (8}

también pertenece a un reticulo de R;(O,A..,o)

Para poder evaluar una ecuacién como la del teorema en una serie generali-
zada yo, tenemos que asegurarnos (como en [Can93]) de que

u(yo) > (0,...,0), v(yh) > (0,...,0),...,0k"™) > (0,...,0).

/!

t

La condicion v (yo) > max {(0, ...,0), —nv <tl> } es suficiente; la condicion
1

en [Can93] es v(yo) > n.

4. Compendio de la prueba del teorema principal

Las pruebas de los resultados de D. Y. Grigoriev y M. F. Singer (cfr. [GS91]),
J. Cano (cfr. [Can93]), F. Cano, R. Moussu y J.-P. Rolin (cfr. [CMRO5]) y
J. van der Hoeven (cfr. [Hoe97], [Hoe06]) utilizan unas generalizaciones del mé-
todo del poligono de Newton-Fine. En nuestro caso, decidimos no utilizar este
método, y expresar directamente las relaciones valuativas entre los exponentes
de una solucion y los de los coeficientes de la ecuacion.

La idea principal de la prueba es que, cuando evaluamos la ecuacién en pares
iniciales cada vez més largas de una serie yy cualquiera, hay dos casos:

= 0 bien la valoracion de la ecuacion es creciente, lo que corresponde a valores
precisos de los exponentes de la serie
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= 0 bien la valoracion de la ecuacion se estabiliza a partir de una cierta parte
inicial. Entonces la serie yy no puede ser solucién.

Primero, observamos que una serie yo con v(yo) > (0,...,0) se escribe
o = Y Moow)th+ D BT Y Moop ot +
#r>0 fr—1>0 wnel,
= Yort- - +Yo,1

Como en [CMRO5], definimos a partir de la derivacién inicial r nuevas deriva-
ciones privilegiadas:

/

Y
t/
5 (i)
t),

t/
donde § <t> es el término dominante de t—k Para todo monomio tf* - - - t# de

Vke{l,....,r} , Diy) =

k k
Yok, tenemos Dy (t4* - thr) ~ pt th* - ¢4 El interés esta que cada derivacion
es adaptada a la parte yo , de yo que vamos a considerar. Ademas, nos permite
definir los conjuntos 7 que nos permiten relacionar el soporte de la ecuacion
con los exponentes de la parte inicial en cual la evaluamos:

Supp (F(yo,k: - - -+ Diyo,x)) € Supp F + Tj; + Supp yo,k
Dyt Dt Dit,
donde’Z}C:<Supp b k>+--~+<Supp f k>+--~+<Supp tk >+-~-+
k T

ty
D,
<Supp : >

Ejemplo 4.1 Tenemos:

Dly — .Z‘Qy/

Dy = zy

D3y = —xlog(x)y’

7. = N(1,0,0) + N(0,2,0) + N(0,3,0) +
N(0,1,2) + N(0,2,2) + N(0,2,3) + N(0, 3, 4)

T, = N(0,1,0) + N(0,0,2) + N(0,0,3)

T, = N(0,0,1)

Observamos que en este caso, para n > 4, los 7; son independientes de n.

La prueba del teorema principal utiliza una induccion sobre el nimero de
generadores que intervienen en la escritura de una parte inicial de yo. Es decir
hay dos grandes partes:

i) el caso inicial donde consideramos una parte inicial yo , = E Mo,...0u )t
pa>0

ii) la induccién donde suponemos el teorema cierto para una parte inicial yo , +
...+ Yo,k+1 ¥ lo probamos para la parte yg 1.
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En los dos casos consideramos directamente ecuaciones con la “buena” deri-
vacion (la que estd adaptada a la parte inicial considerada). Tendremos, después,
que justificar los cambios de derivacion que permiten pasar de una ecuacion de
tipo F(y,...,y™) =0 a otra de tipo F(z,... ,Dpz) =0.

Primero introducimos una nociéon de orden de Weierstrass de la ecuacion
que generaliza la nocién de orden de regularidad de Weierstrass en el caso de las

ecuaciones algebraicas (cfr. por ejemplo [KP02]). Una ecuacion F(y,...,y™) =
Z cjy(I) = 0 es de orden de Weierstrass w € N si:
IeNn+1

= para todo I € N"*1 v(c;) > (0,...,0)
= existe I € N"*! con |I| = w y v(ef) = (0,...,0)
» para todo I € N"*! con |I| < w y v(cr) > (0,...,0)

Toda ecuacién con soporte bien ordenado tiene un orden de Weierstrass: bas-
ta con dividir la ecuacién por el término dominante de los coeficientes. Nues-
tro orden de Weierstrass es el andlogo del orden de Newton en la prueba de
J. van der Hoeven, en su prueba con el poligono de Newton-Fine (cfr. [Hoe97],
[Hoe06]).

En la etapa inicial (i) de la induccién, la parte inicial de yo es de tipo yo, =
Z Mt es decir, solo intervienen potencias del generador ¢, el “menos plano”.
nER
Es un caso andlogo al de rango uno (r = 1).

Dada una ecuacion F(y,...,D"y) = 0 de orden de Weierstrass w > 0,
existen multi-indices I € N**1 de longitud |I| = r — 1 tales que las derivadas
parciales de la ecuacion correspondientes F(I) sean de orden de Weierstrass 1.
Entonces dado uno de estos multi-indices I, denotamos A; = {J € N**1 | |J| =

1, v(cr4g) = (0,...,0)} y definimos el polinomio anulador asociado a I como
7T](X) = Z 5(C[+.])X”
JeA;
donde i; es la posicion de 1 en J = (0,...,0,1,0,...,0). 77 es un polinomio

escalonado de grado menor que n. Notamos p el conjunto de sus raices positivas.
Segin la formula de Taylor, para toda parte inicial pg + M ,—ﬂfﬂ de yo r, tene-
mos:

FD(pg + Muth) = FO (pg) + Mat?(m(i+ b)) con v(b)) > (0,...,0)
Entonces deducimos de la desigualdad de la valoraciéon que hay dos casos:

= 0 bien para toda parte inicial pg+ Mt de yo ., tenemos: v(FU (ps)) = fi
o [t € p. En este caso probamos por induccién transfinita que Supp yo,» C
Supp F + 7, + (p) C Supp F + T, + (p),
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= 0 bien existe una parte inicial ps, + M, th° de yo,, tal que: v(FU (pg, +
M, th0)) = min{v(FD(pg, ))s fo}. La valoracion asociada a FO se esta-
biliza en v(FU (ps, + M, 170)) cual es menor que fig.

En el caso donde tenemos estabilizacion para todo I tal que F!) sea de orden
de Weierstrass 1, probamos que hay una valoracion estabilizada dominante para
todas las derivadas parciales F!) con |I| = r — 1 a partir de una cierta parte
inicial pg, de yo,-. Entonces podemos considerar la ecuaciéon “reducida” al orden
de Weierstrass r — 1, y repetir el razonamiento precedente con las derivadas
parciales a los “pisos” menores que r — 2.

Asi tenemos los dos casos principales:

= 0 bien existe un piso k € {1,...,r — 1} tal que Supp yo , pertenece a un
subconjunto bien ordenado de er(o,...,o) construido a partir de Supp F'y
7, con un nimero finito de transformaciones elementales,

= 0 bien existe una parte inicial pg, de o, tal que la valoracién de la ecua-
cion F' = 0 ella misma se estabiliza. En este caso, yg no puede ser soluciéon.

En la etapa (ii) de la induccion, consideramos una parte inicial yo y una
ecuacion de la forma F(y, ..., D}y) = 0. Entonces utilizamos el mismo razona-
miento, con una dificultad suplementaria.

Las raices de los polinomios anuladores son ciertos valores de u en la va-
loracién (0, ...,0, ug, ..., 1y) de los términos M,t* de yo . Tenemos entonces
que determinar a qué conjunto pertenecen los (g1, ..., tr) cuando p es raiz
de un polinomio anulador. Ilustramos esto con el diagrama siguiente en el caso
r=2:

Para allanar esta dificultad, suponemos que ¥, es solucion de la ecua-
ci6én y nos reducimos al caso de una ecuacion de tipo G(y, ..., D'y) = 0 con una
serie solucién zp;. Denotamos p; una raiz del polinomio anulador, ps, la parte
inicial de yo 5 con soporte S1 = {(0,...,0, g, ..., pr) € SUPP Yoi | e < p1} y
suponemos que Si pertenece a un “buen” subconjunto de RY (0,....0) (como en el
teorema). Denotamos po = min(Supp yo,x\S1) = (0,...,0, 01, o k+1,- - -, Ho,r)
y M, t*° el término de yo ; correspondiente. Admitimos aqui que las transfor-
maciones siguientes son bien definidas.

Primero, “trasladamos” la ecuacion F(y,...,D}y) = 0 de ps, + M, t"°,
es decir, hacemos el cambio de variable y = y; + pg, + M, t*° en la ecuacion.
Obtenemos una ecuacion F'(yi, ..., D}y1) = 0 con una solucion y; = Z M, t".

K> o
Esta serie tiene una parte inicial y; = Z M, t".
Mo, e =P1
Segundo, hacemos la “explosion” y; = t"9z en la ecuacion precedente. Ob-
o . . 1
tenemos una ecuacion F(z,...,Dj'z) = 0 con una serie solucion zy = LE 20

tHo
tiene parte inicial de forma zg; por un cierto I > k.
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- I
M1=P§l)

Figura 1: Disposiciéon del soporte de yg con r =2y k=1

. . t t]
Tercero, hacemos el “cambio de derivacion” § (: Dpz =6 t—l Dizy
k 1
. . ., 1
obtenemos una ecuaciéon G(z,...,DJ'z) = 0 con una serie soluciéon zy = tyﬂ de

parte inicial zg .

Entonces dividimos la ecuacién precedente por el término dominante de sus
coeficientes para obtener una ecuacién con un cierto orden de Weierstrass, y
aplicamos la hipotesis de induccién.

Para acabar la prueba, tenemos que justificar los cambios de derivacion 3’ =

t t t
1) <t11:> Dryyd (t;) Dy =9 (t:) Dyy con | < k.
/

th.
En el primer caso, el cambio no es bien definido cuando v (tk) < (0,...,0)

k
(los coeficientes que proceden del cambio tienen valor negativo). Asi lo “com-
/
5%

n
; ) z que es bien definida ya que hemos
1

ponemos con la explosion” y = 6 (
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t/
supuesto que v (yo) > max {(0, . 0), —nw (t1> }
1

En el segundo caso, el cambio no es bien definido en general. Asi lo “com-

t/ 2n
(1)
! z, verificando que este cambio de

t/
%)
ty

ponemos con la explosion” y =

variable es bien definido.
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Sobre a densidade de folheagoes sem solugoes
algébricas

Jorge Vitorio Pereira

Agradeco S. C. Coutinho pela leitura atenciosa de uma primeira versao des-
tas notas.

1 Introducao

O objetivo central destas notas é apresentar uma prova do célebre Teorema de
Jouanolou:

Teorema 1. Uma folheacdo genérica de grau maior ou igual a 2 em P? ndo
admite nenhuma curva algébrica invariante.

A estratégia adoptada para a demonstragdo é a mesma de [CP05], onde
o Teorema de Jouanolou é generalizado para folheagoes de dimensao um em
variedades projetivas arbitrarias. Apesar da abordagem ser essencialmente a
mesma, ao restringir-me a folheacoes em P? uma série de dificuldades técnicas
simplificam-se enormemente. Evito assim também as questoes relacionadas a
conjuntos algébricos invariantes de dimenséo estritamente maior que um. Acre-
dito que este texto possa ser uma 1itil primeira leitura para aqueles interessados
nos resultados de [CP05].

2 Folheacoes holomorfas em P?

Seja d > 0 um inteiro e x,y, z coordenadas homogéneas de P2. Uma folhea¢do
holomomorfa singular F de grau d em P? é definida por uma 1-forma

Q = Adz + Bdy + Cdz,

com A, B,C € Clz,y, 2] polinémios homogéneos de grau d + 1 satisfazendo a
relacao de Euler

0 0 0
Qlz— — — | =xzA+yB =0.
<xax+yay+zaz> A4+ yB+2C=0

O conjunto singular de F, denotado por sing(F), é o subconjunto de P? formado
pelos zeros comuns de A, B e C. Quando este conjunto é finito dizemos que

o1
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a folheacao F é saturada. Para folheagoes saturadas, segue de um Teorema
de Darboux, que existem exatamente d? 4+ d + 1 singularidades contadas com
multiplicidades (ver [Br00], [LS97]).
Observe que ao restringir € & uma reta L de P2, por exemplo L = {z = 0},
vale a igualdade
1*Q = Hy(z,y)(xdy — ydz) ,

onde i(z,y) = (z,y,0) induz a inclusdo da reta L em P? e Hy € Clz,y] é um
polinémio homogéneo de grau d. Quando Hy é identicamente zero diz-se que
L é F-invariante. Caso contrario os zeros de H,y definem d pontos em L, os
pontos de tangéncia entre a folheagao F e a reta L. Eis portanto a definicao
geométrica do grau de uma folheacdo de P?: o ntimero de tangéncias (contadas
com multiplicidades) de F com uma reta L ndo F-invariante.

O C-espago vetorial das 1-formas descritas acima é usualmente denotado
por HY(P2, Q. (d + 2)). Com o intuito de enzugar a notagao faremos X, =
HO(P?, Q3. (d + 2)). Um célculo elementar mostra que

dime Xy =d?> +4d +3

Duas formas e €’ definem a mesma folheacao se, e somente se, diferem pela
multiplicagdo por uma constante complexa nao nula. Desta forma Fol(d), o
espaco das folheagoes de grau d, identifica-se naturalmente com P(3;).

Se denotamos por S; C Clz,y,z] o C-espaco vetorial formado pelos po-
linémios homogéneos de grau k vemos que para 1 < k < d temos uma aplicagao
natural

o P(Sg) x Fol(d— k) — TFol(d)
([(PL19) — [PO.

Verifica-se facilmente que o conjunto das folhegoes de grau d nao saturadas
é igual a
U ¢ (P(Sk) x Fol(d — k)).

1<k<d

Em particular, apds contar dimensoes, vemos que quase todas as folheagoes de
grau d sao saturadas.

3 Curvas algébricas invariantes

Sejam F uma folheacdo de P? de grau d definida pela 1-forma Q e C' C P? uma
curva algébrica irredutivel. Analogamente ao caso de retas dizemos que C é
F-invariante se i*Q = 0, onde i : ;54 — C3 induz a inclusio da parte lisa de
C em P2, Se C ¢ definida pelo polinémio homogéneo irredutivel F' € C[z,y, 2]
o fato de C' ser F-invariante traduz-se na existéncia de uma 2-forma polinomial
O com coeficientes homogéneos de grau d tal que

QAdF — FOp =0. (1)
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Reciprocamente se vale a relagao acima entao a curva definida por F € invariante.
O interessante da relagdo (1) é que ela funciona igualmente bem para po-
linomios homogéneos nao-reduzidos, i.e., se a decomposicao em fatores primos

de F éigual a F{"' --- F["" entdo a relacdo (1) é satisfeita se, e somente se, cada

um dos F}; define uma curva algébrica F-invariante.
Considere os seguintes conjuntos

Cr(d) = {F € Fol(d)| existe curva F-invariante de grau k}
Di(d) = {(z,F) € P? x Fol(d)|x pertence a uma curva F-invariante de grau k}

Aqui por curvas F-invariantes de grau k refiro-me a curvas ndo necessariamente
reduzidas tais que todas as componentes irredutiveis sao F-invariantes.

Proposicao 1. Os conjuntos Cr(d) e Dy(d) sao fechados algébricos.

Demonstracdo. Denotarei por Ag o C-espaco vetorial das 2-formas em C? com
coeficientes homogéneos de grau d. Considere

Z(d) C P? x P(Zq x Ag) x P(S)
o subconjunto definido por
Zp(d) = {(z, [(QO),[F]) | *NdF — FO =0 e F(z) =0}.
Observe que o lugar de indeterminacao da aplicagao racional
7 P? X P(8g x Ag) x P(Sy,) -—» P? x Fol(d) x P(Sk)

néo intersecta Zy(d). Portanto a restri¢ao de & Zx(d) é regular, i.e., holomorfa.
Como Z(d) é claramente um fechado algébrico temos que 7(2x(d)) também é
um fechado algébrico.

Para concluir basta observar que Cj(d) é a imagem de w(Z(d)) via a projegao

P? x Fol(d) x P(Si) — Fol(d)
e que Dy (d), por sua vez, é a imagem de 7(Zx(d)) via a projegao

P2 x Fol(d) x P(S)) — P? x Fol(d).

4 O conjunto singular universal é irredutivel
Seja 8(d) C P? x Fol(d) o subconjunto definido por
8(d) = {(x,F) € P* x Fol(d) | € sing(F)}.

Proposicao 2. Para qualquer d > 0, 8(d) € uma subvariedade irredutivel e de
codimensao dois de P? x Fol(d).
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Demonstracdo. Considere a projegao 7 : §(d) — P2. A cada ponto z € P? a
fibra 7=1(x) é uma subvariedade de {z} x Fol(d) contida em $(d) isomorfa a
um espago projetivo (se duas formas 2 e Q' anulam-se em = entdo o mesmo vale
para qualquer combinacao linear das mesmas). Como P? é homogéneo (i.e., o
grupo de biholomorfismos age transitivamente) segue que todas as fibras de 7
sao lisas, irredutiveis, biholomorfas e, em particular, de mesma dimensao. Nao
é dificil ver que isto implica que 8§(d) é irredutivel, cf. [Sh94, Theorem 8, pdgina
7).

Resta mostrar que 8(d) tem codimensdo dois. Para tanto basta analisar a
fibra sobre p = [0 : 0 : 1] e concluir que esta tem codimenséo dois em {p} xFol(d).
Se H € Clz,y, z] é um polindémio homogéneo de grau d que ndo se anula em p
entdo as 1-formas Qy = H(zdz — zdx) e Qo = H(ydz — zdy) pertencem a ¥, e
sao tais que

AQ1(p) + pQa(p) = —AH(0,0,1)dz — pH(0,0,1)dy =0

para nimeros complexos A, i, implica que A = p = 0. Verifica-se também que
para qualquer forma € € ¥, tal que Q(p) # 0 pode-se escrever (p) como uma
combinagao C-linear de Q4 (p) e Q2(p). Isto é suficiente para concluir que a fibra
de 7 sobre p = [0: 0 : 1] tem codimensdo dois em {p} x Fol(d).! O

5 Localizacao

Na prova do préoximo resultado farei uso do seguinte:

Lema 1. Se F é uma folheacio de P? e C é uma curva algébrica F-invariante
entao

CNsing(F)#0.

Demonstragdo. Vou supor que C Nsing(F) = e que C é o conjunto de zeros
do polinémio homogéneo reduzido F € Clz,y, z].

Ao observar que sing(C) C C N sing(F) deduzo que C é lisa e, consequen-
temente que F' ¢ irredutivel. Como C' é F-invariante e sing(F) nao intersecta
C' entao para todo p € {F = 0} existe H(p) € C* tal que Q(p) = H(p) - dF(p).
Logo existe H € C[z,y, z] satisfazendo

Q=H -dF modF.
Em outros termos: existe 77, uma 1-forma polinomial homogénea em C3, tal que
Q=H -dF+F 7. (2)
Desta tltima equagao deduzo que

0 =Cnsing(F)={F=0}n{H =0}.

1O que estd realmente por tras da prova apresentada de que a codimensio de $(d) é igual
a dois é a isotropicidade de P2i.e., o grupo de bihomolomorfismos de P? induz uma acéo
transitiva em P(TP?), a projetivizacio do fibrado tangente.
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Segue do Teorema de Bezout que o grau de H é zero, i.e., H é uma constante.
Comparando graus em (2) deduzo também que = 0. Finalmente ao fazer o
produto interior de (2) pelo campo radial obtenho que

0 0 0 0 3] 0
0=Qz=— — — | = HdF | x— — — | = FHEF.
($3x+y8y+zaz> (xaa:”ay”az) gran(F)
Um absurdo que assegura a validade do lema.? O

Proposicao 3. Se para algum inteiro k > 0 vale que Ci(d) = Fol(d) entdio
Di(d) N8(d) = 8(d) .

Demonstragdo. Se Ci(d) = Fol(d) entéo toda folheagdo de grau d admite uma
curva algébrica invariante de grau k (eventualmente nao-reduzida). Ao denotar
por 7 a projecao natural

7 : P? x Fol(d) — Fol(d)

segue do lema 1 que
m(8(d) N Dy(d)) = Cx(d) .

Como 8(d) é irredutivel e dimc 8(d) = dimg Fol(d) segue da igualdade acima
que
Di(d) N 8(d) = 8(d),

como queriamos demonstrar. O

Um minuto de reflexao é suficiente para ver que quando valida a conclusao da
proposicao acima temos que por toda singularidade de toda folheacao F € Fol(d)
passa uma curva F-invariante (ndo necessariamente reduzida) de grau k.

6 Existéncia de singularidades sem separatriz
algébrica
Seja Q € ¥4, d > 2, dada por

dy

d d d
Q=a'"lyz(a +y+2) (A5+uy+vj—(A+u+v)W> -

rT+y+z
As singularidades de € sao:
0:0:1],[0:1:0],[1:0:0],[0:1:—1],[1:0:—1],[1:=1:0]e[A:pn:9],

além da reta {x = 0} quando d > 3.

2Cabe observar que este lema é uma consequéncia imediata do Teorema do Indice de
Camacho-Sad. A prova elementar aqui apresentada me foi sugerida por S.C. Coutinho. Uma
variante desta pode ser encontrada em [Jo79, Proposition 4.1, pagina 126].
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E ttil observar que a folheagao induzida por 2 admite uma integral primeira
multi-valuada, a saber,

Myt Y

Fla.y 2) = (x 4y + 2) ety

Lema 2. Seja F € Fol(d), d > 2, a folheagio induzida por Q. Se A\, u e
v sao Z-linearmente independentes entao nao passa nenhuma curva algébrica
F-invariante pela singularidade p = [\ : p : 7].

Demonstra¢do. Como A, i e vy s@o Z-linearmente independentes temos que p nao
pertence a nenhuma das quatro retas {z = 0}, {y = 0},{z =0}, {z+y+2z =0}.
Supondo que existe uma curva F-invariante C' que passa por p vou considerar a
sua intersegdo com uma das quatro retas supra-citadas, por exemplo, {z = 0}.

Claramente os pontos de intersecdo entre C' e {z = 0} est@o contidos nas
singularidades de F e, portanto encontram-se na interse¢ao entre {z = 0} e uma
das trés outras retas. Seja ¢ um destes pontos de interse¢ao entre C' e {z = 0}.
Podemos supor sem perda de generalidade que ¢ também pertence a {y = 0}
(0s outros casos sdo completamente andlogos).

Em uma vizinhanca de ¢ a integral primeira F' escreve-se como

F(x,y,1) = u(z, y)z*y"

onde u é uma fungao nao nula e sem ramificacao em uma vizinhanga de ¢ =
(0,0). Novamente pela Z-independéncia linear de A, u e v temos que A/u ¢ Q.
Nao ¢é dificil verificar que isto implica que as Unicas separatrizes holomorfas que
passam por g sdo {x = 0} e {y = 0}. Concluo assim a prova de lema. O

Corolario 1. Se d > 2 entdo Ci(d) # Fol(d) para todo k € N.

Demonstragdo. Se Cr(d) = Fol(d) para algum k € N entao segue da proposigao
3 que por toda singularidade de toda folheagao F de grau d passa ao menos
uma curva algébrica F-invariante contradizendo o lema 2. O

7 Conclusao

Como Cy(d) é um fechado algébrico de Fol(d) e, para d > 2, Cr(d) # Fol(d)
vale que, para todo k € N, o complementar de C(d) em Fol(d) é um aberto
denso desde que d > 2. Concluo a prova do Teorema de Jouanolou aplicando o
Teorema de Baire: uma interse¢cao enumeravel de abertos densos é denso.
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The Nash problem of arcs

CAMILLE PLENAT

Abstract
This paper originates in the conference given at the seminar of Torde-
sillas on the Nash problem of arcs. The aim of the conference was to
introduce the problem of Nash in all dimensions and to show some results
about it, results most of them obtained with P. Popescu-Pampu.

1 Introduction.

At the beginning of the sixties, H. Hironaka proved that any algebraic variety
over a field of characteristic 0 admits a resolution of singularities. In order to
compare the possible resolutions, J. Nash proposed in [N] to study the space of
formal parametrized curves passing through the singular locus ; in particular,
in the case of surfaces he wanted to compare this space with the exceptional set
of the minimal resolution of the surface, formulating a problem now called “the
Nash problem of arcs”.

The aim of the talk is to present some results around this problem, in dimension
2 and higher 1. The reader can find proofs in the three following papers: [P2],
[PP1] and [PP2]. But first I recall the problem itself; the presentation is largely
inspired by the work of M. Lejeune ([L1]), on one hand, and S.Ishii and J.Kollar
([IK]) on the other hand.

2 The Nash Problem of arcs.

In the following I will consider a germ (.S, 0) of normal complex algebraic variety
with an isolated singularity at 0. Let 7 : (S,E) — (S,0) be a resolution,
i.e. a birational proper morphism from a smooth variety S to S, which is an
isomorphism out of the exceptional set E = 71(0).

Definition 1. An essential component of 7 is an irreducible component of E
such that its birational transform is an irreducible component of the exceptional
set of any resolution of S.

Definition 2. The equivalence classes of essential components for all resolu-
tions are called essential divisors.

1The formulation in dimension greater than 3 has been done by S. Ishii and J. Kollar in
[1K]
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Some remarks:

e The reason of this name is that there always exists a divisor as a repre-
sentant of the class.

e For surfaces the essential divisors are the ones appearing in the minimal
resolution; they are represented by divisors in all resolutions.

On S we consider the set of arcs (i.e. formal parametrized curves) passing
through 0:

Definition 3. An arc is a local C-morphism Ogo — C[[t]].
We denote H the space formed by the arcs passing through 0.

Nash remarked that the strict transform on S of a general arc intersects transver-
sally only one component of the exceptional locus at its generic point (the fact
that any arc has a strict transform comes from the fact that 7 is proper). He
proposed the following decomposition of the space H : let N; be the set of arcs
lifting transversally to E; but not intersecting any other exceptional divisor £j.
Then H = {J;cn N; and the set N; is an irreducible algebraic subset of the space
of arcs (the proofs are not in the original paper of Nash, but done by M. Lejeune
(in [L2]) ). Thus he could define the following map:

N : {components of H} — {essential divisors }

¢ — ¢ (0)

and the previous remarks show that this map is injective. Thus a natural
question is

Problem 1. (Nash) Is N surjective?
This is equivalent to the question :

Problem 2. (Nash) Is H = |J;c o N; the decomposition of H into its irreducible
components, i.e. do we have N; ¢ Nj for all i # j ¢

Since Nash’s paper, some answers have been given; we can notice among them
the works of M. Lejeune and A. Reguera on the wedge problem (|L1]) and the
equivalence between the two problems ([R2]), the case of sandwich singularities
([LR]) and of the minimal surface singularities ([R1]). In 2000, in [IK], S. Ishii
and J. Kollar gave a positive answer for toric varieties after defining the problem
in all dimension (one can find the notion of essential components in the work
of C. Bouvier and G. Gonzalez-Sprinberg, [BG]| ), and a counterexample in
dimension 4. A proof for D,, has been given in 2005 (|[P3]). More recently Ishii
and Gonzalez-Perez have given a positive answer for quasi ordinary singularities
(cf. [T] and [G]).

In the following, we will discuss the results obtained with P. Popescu-Pampu;
they are based on the following valuative criterion.
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3 The valuative criterion.

Proposition 3. Let (S,0) be a germ of normal variety with an isolated singu-
larity. Let E; and E; be two essential divisors. -
If there exists a function f € O(g,) such that ordg, f < ordg, f, then N; ¢ Nj.

This generalizes a criterion found by Reguera [R1] for rational surface singular-
ities. The original one is written in dual form. Our formulation adapts better
to our purpose.

As remarked by F.Cano, it allows to show that there is never an equality be-
tween two subsets N, and VJ in fact the centers of the valuations ordg, and
ordg, are different. Thus there exists F' = L in the field of fractions of O(s,0)
such that ordg, F' # ordg,F', which implies that either ordg, f # ordg,f or
ordg,g # ordg,g.

4 The results.

Thanks to the previous criterion one can remark that a way to solve Nash’s
problem is to find enough functions satisfying its hypothesis : we would like
to realize an effective cycle D = Y a; F; with E; the essential components, the
coefficients a; > 0 , as the exceptional part of the lifting of a regular function
f € Oy (ie. such that ordp, f = a;).

4.1 In dimension two.

A very well known result in this sense is Artin’s theorem for a rational surface
singularity:

Theorem 4. (Artin) let (S,0) be a rational surface singularity.

Let 7 : (S,0) — (S,0) be the minimal resolution.

Let D =" a; E; with a; > 0 such that D.E; <0 for all j. Then there exists a
Junction f € O(gs,0y such that ordg, f = a;.

By combining these two results, I have been able to solve the problem for min-
imal singularities ([P2]). But this criterion is not strong enough to solve the
problem for all rational singularities; in fact there exist singularities for which
the criterion does not show all the non inclusions (for example the class (D,,) >4,
ct. [P3]).

For non rational singularities, Artin’s theorem does not work. By constructing
a variation of a theorem proved in [CNP] by C. Caubel, A. Nemethi and P.
Popescu-Pampu, we proved a proposition valid for any normal surface singular-

ity :
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Proposition 5. Let D be an effective purely exceptional divisor, such that for
any i,j € I, one has the inequality:

(D+E;i +Kg)-Ej +28 <0
where 5{ is Kronecker’s symbol. Then there exists a function f € mg o such that
the exceptional part of div(f ow) is precisely D.

Thus, thanks to this proposition, we (in [PP1]) can create an infinite family of
non-rational surface singularities with the Nash map N bijective.
Inside the real vector space with basis (E;);cr, we consider the open half-spaces:

Aq;j = {Z (IiEi | a; < aj}
icl
for each ¢ # j. We call them the fundamental half-spaces of 7.

Definition 4. We call Lipman semigroup of m the subset:
L(m):={DeL(n)|D-E;<0,Viel}
We call strict Lipman semigroup of 7 the subset:
Lo(m):={DeL(m)|D-E;<0,Viel}
of the Lipman semigroup of w. It is always non-empty.

Proposition 6. Suppose that (S,0) verifies the following condition: the inter-
section of L°(m,) with each fundamental half-space is non-empty; then the Nash
map N is bijective.

Proof. Let E; and E; be two essential components of E.Then as £L°(1)NA;; # 0,
there exists F;; = >, arEj, such that Fj;.E, < 0. Then for n big enough, we
have ‘

At the same time one has na; < na;. We can apply the criterion and we obtain
N; ¢ N; by proposition 5. O

The next question is how to generalize this construction to higher dimensional
normal varities with an isolated singularity.

4.2 Higher dimensional varieties

Let (X, 0) be a normal variety with an isolated singularity at 0. Let 7 : (X, E) —
(X,0) be a divisorial resolution of (X,0) and Ey, ..., E,, be the essential divisors.
Let Ayj = {>_,cr @il | a; < a;} be the fundamental half space of the cone gen-
erated by ({E7})1<Z<n
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The referee of the paper [PP1] made us the following remark (for surfaces):
Let Fjj = >, arE, € Aj;. Suppose that the sheaf O¢(—Fj;) of holomorphic
functions vanishing on E; at least at order a; is generated by global sections.
Then there exists a function f : X — C such that ordg, f = a;. Because (X,0)
is normal, we then have g : X — C with ordg,g = a;.

This remark, which is true in dimension higher than 2, allows us to formulate
the following theorem:

Theorem 7. If for alli,j there exists a cycle F;; € Ay; with O ¢(—F;;) ample,
then the Nash map is surjective.

Naturally the proof is easy as ampleness implies generation by global sections.
The difficulties we met here were to show that the set of normal varieties with
an isolated singularity satisfying the hypothesis was not empty. In fact we had
to find a variety with enough ample sheaves. We did this by using Kleiman’s
criterion for ampleness

Theorem 8. (Kleiman’s criterion) Let X be a projective variety. The cone
of curves
NE(X) € Ni(X)

1s the cone spanned by the classes of all effective one-cycles on X. A Cartier

divisor D on X is ample if and only if D.z > 0 for all non zero z € NE(X).

The computations, given a normal singular variety and one of its resolutions, are
not easy because the computation of the cone of curves is itself very hard. Thus
we decided to construct first compact surfaces with closed cones of curves, then
to embed them conveniently in an algebraic manifold of dimension 3, such that
they become exceptional in it, a property detected using Grauert’s criterion of
contractibility. For the construction, we refer to [PP2].
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